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‘I remember well’, he said, ‘a dream that I had six
years ago on the twenty-third of November next. A
nightmare would be a truer word. I dreamt if you
please that I had a slow puncture.’

— Flann O’Brien: The Third Policeman

Vorwort

Die vorliegende Abhandlung beschiftigt sich mit hybriden Regelsystemen.
Hierunter versteht man Regelkreise, die durch das Zusammenwirken von
kontinuierlichen und ereignisdiskreten dynamischen Komponenten gekenn-
zeichnet sind.

Kontinuierliche Systeme beschreiben den Zusammenhang zwischen Si-
gnalen mit kontinuierlichem Wertebereich. Zu dieser Klasse von Signalen
gehoren beispielsweise Temperaturen, Spannungsverldufe und Stréme. Das
Zeitraster, auf dem die Signale betrachtet werden, spielt demgegeniiber ei-
ne untergeordnete Rolle: Die unabhéngige Variable Zeit kann kontinuierlich
oder diskret sein; im ersten Fall wird das kontinuierliche System i. a. durch
gewohnliche Differentialgleichungen, im zweiten Fall durch Differenzenglei-
chungen beschrieben. Fiir beide Varianten existiert ein umfangreiches Re-
pertoire regelungstechnischer Analyse- und Synthesemethoden.

Ereignisdiskrete Systeme befassen sich demgegeniiber mit Zusammenhén-
gen, die durch wertediskrete Signale addquat charakterisiert werden kénnen.
Verkehrsampeln stellen ein alltdgliches Beispiel fiir diese Signalklasse dar —
in diesem Fall kann das Signal drei diskrete Werte (,rot*,  gelb“,  oriin“)
annehmen. Anders als bei kontinuierlichen Systemen konkurrieren im Be-
reich der ereignisdiskreten Systeme mehrere Beschreibungsmoglichkeiten —
ein universell akzeptiertes Analyse- oder Syntheseverfahren existiert deshalb
bisher nicht. Trotzdem lassen sich auch ereignisdiskrete Regelungsproble-
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me systematisch behandeln: Dies ist in erster Linie einer Mitte der achtziger
Jahre von W. M. Wonham und P. J. Ramadge initiierten Theorie zu verdan-
ken, die sich formaler Sprachen und Automaten als Modellierungswerkzeug
bedient. Sie hat wesentlich dazu beigetragen, ereignisdiskrete Systeme als
eines der zentralen Gebiete der modernen Regelungstechnik zu etablieren.

Weitaus unbefriedigender stellt sich der Sachverhalt dar, wenn kontinu-
ierliche und ereignisdiskrete Systeme zusammenwirken: Obwohl sich hybride
Systeme in letzter Zeit verstirkter Aufmerksamkeit im Grenzgebiet zwischen
Informatik und Regelungstechnik erfreuen, steckt die Untersuchung solcher
Systeme noch in ihren Anfingen. Das zunehmende Interesse an hybriden
Systemen wird durch eine Reihe von ausschliefilich diesem Thema gewidme-
ten Workshops in den USA (Cornell University 1994 und 1996, MIT 1993,
Rutgers University 1995, University of Notre Dame 1997) und in Europa
(Lyngby 1992, Grenoble 1995) dokumentiert. Die diesem Thema zugemes-
sene Wichtigkeit zeigt sich auch an der Einrichtung des Schwerpunktpro-
gramms KONDISK (,,Analyse und Synthese kontinuierlich-diskreter techni-
scher Systeme*) der Deutschen Forschungsgemeinschaft im Jahre 1995. In
Anbetracht der Vielzahl potentieller Anwendungsbereiche — hybride Proble-
me finden sich u.a. in der Verfahrenstechnik, der Fertigungstechnik und der
Verkehrs(leit)technik — mag die Tatsache erstaunen, dafl hybride Regelsy-
steme erst seit vergleichsweise kurzer Zeit ,en vogue“ sind. Als Grund lifit
sich anfiihren, daf} eine erfolgversprechende Beschiftigung mit diesem The-
ma die Existenz methodisch weitgehend ausgereifter Instrumentarien sowohl
fiir rein kontinuierliche als auch fiir rein ereignisdiskrete Systeme voraussetzt.
Fiir ereignisdiskrete Systeme kann diese Bedingung erst seit wenigen Jahren
als erfiillt gelten.

Bei einem derart breit gefafiten Thema lassen sich — zum Wohle von Ver-
fasser und Leser(inne)n — thematische Beschrinkungen nicht vermeiden: Im
folgenden wird deshalb nicht der Versuch unternommen, alle in der Fachli-
teratur momentan verfolgten Ansétze detailliert zu beschreiben. Vielmehr
werden nur solche Ansitze vorgestellt, an deren Entwicklung der Verfas-
ser zumindest beteiligt war. Da diese Ansétze verschiedene Aspekte der
Problemstellung beleuchten, bleibt eine gewisse , Breite* trotzdem gewahrt.
Weiterhin beschrinke ich mich darauf, die Grundgedanken und die zu ihrem
Verstindnis notwendigen Hintergriinde auf (hoffentlich) leicht verstindliche
Weise zu erkldren. Aus diesem Grund finden sich auf den folgenden Seiten
eine Vielzahl von Beispielen, deren Hauptanliegen es ist, theoretische Uber-
legungen zu illustrieren. Dieser Rolle konnen nur einfache, iiberschaubare
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Beispiele gerecht werden — technische Anwendungen, die iiber die Grofie ei-
nes Praktikumsversuch hinausgehen, werden deswegen ausgespart. Zu einer
okonomischen Darstellung tragt auch die gewihlte ,reduktionistische“ Vor-
gehensweise bei: Die betrachteten Fragestellungen werden in Teilprobleme
aufgespalten; Teilprobleme mit bislang unbekannter Lésung werden ausfiihr-
lich erortert; auf Teilprobleme mit aus der Literatur bekannten Losungen
wird hingegen i.a. nicht niher eingegangen. Ausnahmen von dieser Regel
sind die , behaviouristische“ Systemtheorie von J. C. Willems und die Theo-
rie mengendynamischer Systeme. Insbesondere von ersterer wird im folgen-
den oft Gebrauch gemacht; sie wird deswegen in Abschnitt 2.2 dargestellt.
Abschnitt 2.2 1dft sich unabhingig vom Rest dieser Arbeit lesen und kann
deshalb als eigenstindiges kurzes ,Tutorial“ dieser neuen Sichtweise der Re-
gelungstechnik interpretiert werden. In Kapitel 1 werden hybride Regelsy-
steme eingefiihrt; dort wird auch diskutiert, in welchen Situationen hybride
Probleme auftreten konnen. Es wird sich zeigen, daf§ sich — je nach Frage-
stellung — zwei komplementére Vorgehensweisen zur Problemlésung anbieten:
Einer der beiden Losungsansétze basiert auf den Methoden der , klassischen*
kontinuierlichen Regelungstheorie — er wird in Kapitel 3 erldutert. Die kom-
plementire Vorgehensweise wird in Kapitel 2 behandelt. Sie beruht auf einer
verallgemeinernden Auslegung des Begriffs der Modellreduktion — kontinu-
ierliche bzw. hybride Systeme werden durch Automaten approximiert, das
resultierende rein diskrete Problem kann dann mit Methoden der ereignis-
diskreten Regelungstheorie angegangen werden. Der Approximationsschritt
kann natiirlich nicht vollig vom ereignisdiskreten Reglerentwurf gelost wer-
den: Es wird gezeigt, welchen Bedingungen er geniigen muf}, um die Einhal-
tung vorgegebener Spezifikationen fiir den hybriden Regelkreis garantieren
zu konnen. Die Darstellung beider Ansitze hingt nicht voneinander ab —
die gewihlte Reihenfolge ist deshalb willkiirlich. Leser(innen), die sich nur
fiir die klassische Sichtweise interessieren, konnen von Kapitel 1 direkt zur
Lektiire von Kapitel 3 iibergehen. Ein kurzer zusammenfassender Vergleich
beider Strategien findet sich schliellich in Kapitel 4.

Die Absicht, Ansitze zur Behandlung hybrider Regelprobleme auf ver-
stdndliche Weise zu erkldren, wirkt sich auch auf die Darstellung aus: Zwar
wird der Text — vor allem dort, wo sich eine gewisse Anhdufung formaler Be-
griffe und Uberlegungen nicht vermeiden lifit — mit Hilfe von Definitionen,
Sitzen und Beweisen strukturiert; dies soll aber kein hohes Abstraktions-
niveau vortduschen, sondern lediglich als Orientierungshilfe fiir den Leser
bzw. die Leserin dienen: Kernpunkte sind in Form von Definitionen und
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Satzen hervorgehoben; Beweise kann man bei der Lektiire iibergehen, ohne
deswegen Verstdndnisprobleme befiirchten zu miissen.

Die auf den folgenden Seiten zusammengefafiten Arbeiten wurden 1994
bis 1996 an der Universitdt Stuttgart und der University of Toronto durch-
gefiihrt. Sie wurden durch ein Habilitandenstipendium der Deutschen For-
schungsgemeinschaft ermdglicht. Einige der vorgestellten Ergebnisse wurden
auch im Rahmen zweier weiterer von der DFG geforderter Projekte erarbei-
tet: Ein gemeinsam mit Prof. Wehlan im Sonderforschungsbereich 412 durch-
gefiihrtes Projekt befafit sich mit der ,,Ereignisorientierten Modellierung ver-
fahrenstechnischer Prozesse“; in einem zweiten — im Schwerpunktprogramm
KONDISK angesiedelten — Projekt werden , Approximierende Automaten
untersucht.

Mein Dank gilt Prof. E. D. Gilles fiir seine Unterstiitzung in Stutt-
gart, sowie den Professoren Siu O’Young und Bruce Francis fiir ihre Gast-
freundschaft in Toronto. Viele der vorgestellten Ergebnisse entstammen ei-
ner Kooperation mit Prof. O’Young, dem ich an dieser Stelle fiir die gute
Zusammenarbeit danken mochte. Ich profitierte von zahlreichen Diskussio-
nen mit Prof. Jan Lunze und Dr. Gerwald Lichtenberg (Technische Univer-
sitit Hamburg-Harburg), Dr. Stefan Kowalewski (Universitit Dortmund),
Prof. Karen Rudie (Queen’s University Kingston), Prof. José Cury (Univer-
sidade Federal de Santa Caterina), Dr. Michael Spathopoulos (University of
Strathclyde), Christian Meder, Eberhard Klein und Dr. Notker Amann (Uni-
versitit Stuttgart). Viele Anregungen erhielt ich auch durch die Vorlesungen
Prof. W. M. Wonhams, die ich 1992 und 1993 besuchen konnte. Schliefllich
mochte ich mich bei Dave, Jenny und Ywvonne in Toronto, sowie bei allen
Freund(inn)en und Kolleg(inn)en in Stuttgart bedanken.

Jorg Raisch
Stuttgart, April 1997
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“You told me what the first rule of wisdom is,” I
said. ‘What is the second rule?’
‘That can be answered,” he said. ‘There are five in
all. Always ask any questions that are to be asked
and never answer any. Turn everything you hear to
your own advantage. Always carry a repair outfit.
Take left turns as much as possible. Never apply
your front brake first.’
‘These are interesting rules,” I said dryly.
‘If you follow them,’ said the Sergeant, ‘you will
save your soul and you will never get a fall on a
slippy road.’

— Flann O’Brien: The Third Policeman

Kapitel 1

Einfiihrung

Unter einem hybriden Regelsystem versteht man einen Regelkreis, in dem
kontinuierlich- und diskretwertige Signale zusammenwirken. Obwohl hybri-
de Regelungsprobleme in einer Vielzahl von Anwendungsgebieten auftreten,
wurden sie bisher fast ausschliefilich mit heuristischen Methoden angegangen.
In den folgenden Kapiteln sollen deshalb theoretisch fundierte Analyse- und
Syntheseverfahren fiir hybride Regelsysteme entwickelt werden. Zu Beginn
eines systematischen Herangehens an diese Aufgabe mufl man fragen, welche
Ursachen das Auftreten hybrider Problemstellungen hat und ob verschiedene
Ursachen vielleicht zu verschiedenen Interpretationen und eventuell sogar zu
verschiedenen Losungsstrategien fithren. Man stellt fest, daf} sich tatséchlich
zwei Klassen von Ursachen unterscheiden lassen, die eine jeweils andere Sicht
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der Dinge nahelegen — die Medaille , hybrides Regelungsproblem* besitzt zwei
Seiten.

1.1 Zwei Seiten einer Medaille

1.1.1 Die kontinuierliche Sicht der Dinge

Auf eine Seite der Medaille blickt man, wenn der diskrete Charakter ei-
niger Systemgrofien eine dem (der) Regelungstechniker(in) aufgezwungene,
unerwiinschte Eigenschaft darstellt. Dieses Phinomen tritt typischerweise
in folgender Situation auf: Man betrachtet eine Strecke mit kontinuierli-
chem Zustandsraum; zumindest einige der zur Verfiigung stehenden Stell-
und/oder Mefigrofien sind aber — konstruktionsbedingt — diskretwertig. Als
Beispiel fiir das Wirken von diskretwertigen Stellvariablen kann man das
Umschalten zwischen Stoffstromen durch Magnetventile oder das An- und
Abschalten von Heiz- oder Kiihlvorrichtungen anfiithren. Beispiele fiir sym-
bolische Mefigrofien sind u.a. Fiillstandsmelder mit zwei- oder dreiwertigem
Ausgangssignal. Die betrachtete Situation zeichnet sich weiterhin dadurch
aus, daf} regelungstechnische Ziele wie gewohnt durch kontinuierliche Spe-
zifikationen ausgedriickt werden: Man mdchte beispielsweise erreichen, daf
die mittlere Temperaturabweichung von einem beliebig vorgegebenen Soll-
verlauf moglichst klein wird. Man hat also mit einem , gewéhnlichen“ Re-
gelungsproblem zu tun, das ,nur“ dadurch erschwert wird, daf§ bestimmte
Mefsignale sehr ,grobe“ Information liefern und einige Stellsignale keinen
»feindosierten Eingriff in die Strecke zulassen. In einer solchen Situation
kann man in aller Regel auch davon ausgehen, dafl nur deswegen auf diskret-
wertige Stell- und Mefisignale zuriickgegriffen wird, weil sich die gesteckten
Ziele nicht mittels der vorhandenen kontinuierlichen Eingriffs- und Meflvaria-
blen alleine erreichen lassen: Die , Freiheitsgrade“ einer rein kontinuierlichen
Riickfiithrung sind also bereits ausgeschopft — man kann sich die kontinuier-
liche Riickfiihrung meist als schon entworfen und in die Strecke integriert
denken.

Es ergibt sich die in Bild 1.1 gezeigte Problemstellung — die Regelung
eines kontinuierlichen Systems iiber diskretwertige oder symbolische! Mef-

!Die Begriffe ,diskretwertig“ und ,symbolisch“ werden synonym gebraucht, da man
jedem maglichen (numerischen) Wert einer diskreten Variablen auf eineindeutige Weise
ein nicht-numerisches Symbol zuordnen kann.
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und Stellgréflen. In Bild 1.1 werden kontinuierlichwertige Signale als durch-

z €R! w e R"”
_— =
Strecke
yeR? u € RY

Quantisierer Injektion

Bild 1.1: Kontinuierliches System mit symbolischen Mef}- und Stellgréfien.

gezogene, diskretwertige Signale als unterbrochene Linien dargestellt — eine
Konvention, die auch im folgenden immer beibehalten werden wird. Der
kontinuierlichen Ausgangsvariablen y(t) € R? der Regelstrecke wird durch
einen Quantisierungsprozef eine diskrete Mefivariable y4(t) zugeordnet, die
Werte aus einer (endlichen) Menge Y, von Symbolen annimmt. Als einfaches
Beispiel kann man wiederum einen Fiillstandsanzeiger heranziehen, der fiir
alle y(t), die einen vorgegebenen Schwellwert iiberschreiten, das Mefsymbol
ya(t) = ,voll* ausgibt. Das symbolische Stellsignal u4(t) € Uy (beispielswei-
se ,, Ventil offen“, , Ventil geschlossen“) wird auf eineindeutige Weise auf ein
Streckeneingangssignal u(t) abgebildet, das auf einer endlichen diskreten Teil-
menge des R? lebt“. z(¢) wird als externes Ausgangssignal bezeichnet. Diese
ykiinstlich eingefiihrte (vektorielle) Grofie dient zur Formulierung quantita-
tiver regelungstechnischer Ziele. In der ,klassischen“, rein kontinuierlichen
Regelungstheorie besitzt z typischerweise Komponenten, die vom Zustand x
des Streckenmodells abhdngen (und Auskunft iiber die ,,Regelgiite“ geben),
als auch Komponenten, in die die Stellgrofie direkt eingeht. Letztere konnen
zur Beurteilung des ,,Regelaufwandes* herangezogen werden: Durch Formu-
lierung eines geeigneten Kostenfunktionals in Abhéngigkeit von 2 kénnen
unrealistisch grofie Stelleingriffe bestraft und somit verhindert werden. Im
hier betrachteten Fall ist die Stellvariable dagegen a priori begrenzt — sie kann
nur endlich viele diskrete Werte annehmen. Man kann deshalb i.a. darauf ver-
zichten, eine direkte Abhingigkeit zwischen z und u vorzusehen. Im externen



4 EINFUHRUNG

Eingangssignal w(¢) werden sdmtliche von aufien auf den Regelkreis wirken-
den Einfliisse zusammengefafit — hierzu zé&hlen beispielsweise Fiihrungs- und
Storgrofien.

Die Tatsache, daf§ die Spezifikationen mittels kontinuierlicher Variablen
ausgedriickt werden, bestimmt Sichtweise und weiteres Vorgehen: Man be-
trachtet das in Bild 1.1 dargestellte Problem durch eine , kontinuierliche Bril-
le“, also von der Streckenseite aus. Die zu lésenden Grundprobleme sind die
der , klassischen“ Regelungstechnik — verschirft allerdings durch die Diskret-
wertigkeit der in den Regler eingespeisten und der vom Regler generierten
Signale: Kann man durch Auswertung der symbolischen Mefigrofie y4(¢) iiber
einen endlichen Zeitraum hinweg den kontinuierlichen Streckenzustand re-
konstruieren? Lé&ft sich der Streckenzustand durch diskretwertige Eingriffe
uq(t) in endlicher Zeit aus dem Ursprung in einen beliebig vorgegebenen
Punkt seines Zustandsraums {iberfiihren? Kann der Zustand — wiederum in
endlicher Zeit — von einem beliebigen Startpunkt in den Ursprung gezwun-
gen werden? Diese Fragen nach dem Vorliegen der Eigenschaften , Beobacht-
barbarkeit, , Erreichbarkeit* und ,Steuerbarkeit werden fiir eine wichtige
Klasse von Streckenmodellen in den Abschnitten 3.3 und 3.4 beantwortet.
Fillt die Antwort positiv aus, so kann man eine konzeptionell einfache , Re-
ceding Horizon“ Strategie anwenden, um die gesteckten regelungstechnischen
Ziele zu verwirklichen. Diese wird in Abschnitt 3.5 beschrieben.

1.1.2 Die diskrete Sicht der Dinge

Zu einer zweiten, ganz anderen Sicht der Dinge gelangt man, wenn Me-
thoden der ereignisdiskreten Systemtheorie bewufst eingesetzt werden, um
kontinuierliche oder hybride Systeme vereinfachend zu beschreiben. Ein sol-
cher Schritt ergibt sich nahezu zwangsldufig, wenn ein komplexer technischer
Prozef durch eine hierarchische Regelungs- und Uberwachungsstruktur be-
herrscht werden soll: Um ein in sich schliissiges hierarchisches Konzept ent-
wickeln zu kénnen, bendtigt man Modelle, die denselben Sachverhalt (diesel-
be Regelstrecke) mit verschiedener Genauigkeit beschreiben. Die Ordnung
einer solchen Modellhierarchie folgt typischerweise aus einer der Aufgaben-
stellung immanenten Rangfolge: Ubergeordnete Ziele werden meist sehr viel
weniger detailliert spezifiziert als untergeordnete Anforderungen (wie z.B. das
Ausregeln von Storungen in der Nihe eines Arbeitspunktes). Letztere werden
i.a. mit Methoden der klassischen Regelungstechnik angegangen und setzen
deswegen ein kontinuierliches und damit vergleichsweise genaues Modell des
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jeweils betrachteten Prozeflausschnitts voraus.

Um sich bei der Umsetzung iibergeordneter, langfristiger Zielsetzungen
nicht mit zu vielen Details zu belasten (um somit die verfolgte Aufgabe
yiiberschaubar“ zu halten), beschrinkt man sich auf héheren Hierarchieebe-
nen meist auf gefilterte, , grobe“ Information. So interessiert beispielsweise
nicht mehr der genaue Wasserstand in einem Verdampferbehilter, sondern
nur, ob ein fiir den ordnungsgeméflen Betrieb notwendiger Mindestpegel er-
reicht ist. Genauso wird bei den Eingriffsmoglichkeiten eine , freiwillige®
Einschridnkung in Kauf genommen: Von der Warte einer héheren Hierarchie-
ebene aus mag beispielsweise die genaue Dosierung eines Stoffstroms keine
Rolle mehr spielen, wichtig ist nur noch, ob bestimmte Stoffstrome zugeschal-
tet werden oder nicht. Ein solcher (gewollter) Ubergang auf qualitative Stell-
und Mefsignale ist natiirlich nur dann sinnvoll, wenn gleichzeitig auch nicht
benétigte Details eines kontinuierlichen Prozefimodells iiber Bord geworfen
werden. Statt dessen kommt eine grobe, rein ereignisdiskrete Abstraktion
des Gesamtprozesses sowie samtlicher unterlagerter Regeleinrichtungen zum
Einsatz.

Es ergibt sich somit die in Bild 1.2 dargestellte Sichtweise des hybriden

Diskrete Approximation

N
1

24 € Zq i z€R w € R" N
! Strecke

| y ERP u € RY

Bild 1.2: Hybrides Regelungsproblem aus diskreter Sicht.

Regelungsproblems: Man betrachtet die Aufgabenstellung durch die ,,diskre-
te Brille“ — sozusagen aus dem Blickwinkel des Reglers — und approximiert
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das Verhalten von kontinuierlicher Strecke und unterlagerten kontinuierlichen
Regelkreisen durch ein diskretes Modell. Dies ist natiirlich nur dann moglich,
wenn man sich — wie in Bild 1.2 angedeutet — entschieden hat, Spezifikationen
mittels symbolischer Variablen z; zu formulieren. In einem zweiten Schritt
konnen dann Methoden der ereignisdiskreten System- und Regelungstheo-
rie angewandt werden, um eine geeignete diskrete Riickfithrung auszulegen.
Man spaltet das hybride Problem also in zwei sukzessiv zu bearbeitende Teil-
probleme auf. Es liegt allerdings auf der Hand, daf§ beide Schritte nicht vollig
unabhingig voneinander durchgefiihrt werden kénnen: Die Approximation
muf in einer Art und Weise erfolgen, die ein ordnungsgeméifles Funktionieren
des fiir die diskrete Abstraktion entworfenen Reglers auch dann garantiert,
wenn er an das unterlagerte kontinuierliche Prozefimodell ,angeschlossen®
wird — das urspriingliche Prozemodell und seine Approximation miissen ei-
ner sogenannten Reduktionsbedingung geniigen. Diese zentrale Bedingung
wird in Abschnitt 2.2.5 ndher erliutert. In Abschnitt 2.4.5 wird eine Ab-
straktionsmethode vorgestellt, die die Reduktionsbedingung ,automatisch“
erfiillt. Sie liefert eine Hierarchie von diskreten Approximationen des be-
trachteten kontinuierlichen Systems, die im Sinne ihrer Genauigkeit geordnet
sind. Jedes Element dieser Modellhierarchie kommt — da es der Reduktions-
bedingung geniigt — als Grundlage fiir den im zweiten Schritt auszufiihrenden
Reglerentwurf in Frage.

Es sei an dieser Stelle angemerkt, daf die beschriebene Vorgehensweise
auch zum Zuge kommen kann, wenn das zu approximierende System aus
kontinuierlichen und diskreten Komponenten besteht: Man beschafft sich
diskrete Abstraktionen der kontinuierlichen Anteile und ,verschaltet diese
mit den diskreten Komponenten zu einer diskreten Approximation des hybri-
den Gesamtsystems. Erfiillen die Abstraktionen der Einzelkomponenten die
Reduktionsbedingung, so geniigt ihr auch die Approximation des Gesamtsy-
stems.

1.2 Zusammenfassung

Zwei wesentliche Ursachen fiir das Auftreten hybrider Regelprobleme wurden
erldutert: Der hybride Charakter kann einer ansonsten kontinuierlichen Auf-
gabenstellung durch diskretwertige Mefl- und/oder Stellgréfien aufgezwungen
werden. In diesem Fall werden Aufgabenstellung und Lésungsansatz durch
die Methoden der , klassischen® kontinuierlichen Regelungstheorie bestimmt.
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Resultiert der hybride Charakter dagegen aus der bewufiten Entscheidung,
(komplexe) kontinuierliche Phinomene durch (einfache) diskrete Modelle zu
approximieren, so bestimmen die Methoden der ereignisdiskreten System-
und Regelungstheorie die weitere Vorgehensweise.

1.3 Literaturhinweise
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der Springer-Reihe Lecture Notes in Computer Science erschienenen Aufsatz-
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‘The gross and net result of it is that people who
spent most of their natural lives riding iron bicycles
over the rocky roadsteads of this parish get their
personalities mixed up with the personalities of
their bicycle as a result of the interchanging of the
atoms of each of them and you would be surprised
at the number of people in these parts who nearly
are half people and half bicycles.’
I let go a gasp of astonishment that made a sound
in the air like a bad puncture.
‘And you would be flabbergasted at the number of
bicycles that are half-human almost half-man,
half-partaking of humanity.’

— Flann O’Brien: The Third Policeman

Kapitel 2

Diskrete Abstraktion und
Regelung hybrider Systeme

2.1 Einfithrung

In diesem Kapitel wird der in Abschnitt 1.1.2 skizzierte Ansatz zur Behand-
lung hybrider dynamischer Systeme erldutert. Die Grundidee besteht in der
Approximation aller kontinuierlicher Komponenten einer gegebenen Regel-
strecke durch diskrete Modelle. Besitzt die Strecke selbst diskrete Anteile, so
werden diese mit den diskreten Approximationen der kontinuierlichen Kom-
ponenten , verschaltet — auf diese Art und Weise erhélt man eine diskrete

9
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Abstraktion der gesamten (kontinuierlichen oder hybriden) Strecke. In einem
darauf aufbauenden zweiten Schritt konnen dann Methoden der ereignisdis-
kreten Regelungstheorie eingesetzt werden, um eine diskrete Riickfithrung
fiir die diskrete Approximation der Strecke zu entwerfen. Eine solche Vorge-
hensweise bietet sich — wie in Abschnitt 1.1.2 dargestellt — an, wenn man die
Anforderungen an den Regelkreis durch diskrete Variable ausdriicken kann.
Soll ein solcher Ansatz nicht zur blofilen Heuristik degenerieren, so muff man
garantieren konnen, dafl der Einsatz auf dieser Art entworfener Regler nicht
nur an der diskreten Approximation, sondern auch am unterlagerten konti-
nuierlichen oder hybriden Streckenmodell zu den gewiinschten Ergebnissen
fithrt. Um diese Kernforderung gewéhrleisten zu kénnen, muf die diskrete
Abstraktion einer sogenannten Reduktionsbedingung geniigen.

Diese Reduktionsbedingung 1d8t sich iiberaus anschaulich anhand der auf
J. C. Willems zuriickgehenden , Behavioural systems theory*“ herleiten. Im
Rahmen dieser Theorie kann man auch weitere zentrale Begriffe wie Mo-
dellgenauigkeit und Modellreduktion auf exakte Weise erkldren, ohne sie mit
mathematischen Details zu iiberfrachten. Dieses Kapitel beginnt deswegen
mit einem kurzen Uberblick iiber die Grundgedanken der Willemsschen Sy-
stemtheorie (Abschnitt 2.2). Eine naheliegende Frage — kann man ein kon-
tinuierliches (oder hybrides) Modell unter bestimmten Voraussetzungen oh-
ne Verlust an Genauigkeit durch ein diskretes Modell ersetzen? — wird im
sich daran anschliefenden Abschnitt angegangen. Wir werden ein Beispiel
kennenlernen, fiir das sich diese Frage tatsichlich positiv beantworten 1a8t.
Gleichzeitig wird aber klar werden, dafi eine Modellreduktion (und damit
eine Approximation kontinuierlicher Modelle durch diskrete Systeme) nur in
Ausnahmefillen ohne Verlust an Genauigkeit durchgefithrt werden kann. In
Abschnitt 2.4 wird deswegen das zentrale Problem behandelt, wie fiir eine
grofie Klasse kontinuierlicher Modelle diskrete Abstraktionen bestimmt wer-
den konnen, die der Reduktionsbedingung geniigen. Dann bleibt nur noch,
Synthesemethoden der ereignisdiskreten Regelungstheorie auf die abgeleite-
ten Approximationen anzuwenden. Dies geschieht in Abschnitt 2.5; dort
wird ein auf der ,supervisory control philosophy“ von Ramadge und Won-
ham basierendes Entwurfsverfahren beschrieben. Aus der Sicht der ,klassi-
schen“ Regelungstechnik mag dieses Verfahren zwar als ungewdhnlich oder
gar ,kiinstlich“ erscheinen, durch die Brille der Willemsschen Systemtheorie
betrachtet entpuppt es sich aber als ,natiirliche“ und elegante Vorgehenswei-
se.
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2.2 Das ,,Verhalten®“ dynamischer Systeme —
Ein Ausflug in die Wzillemssche System-
theorie

2.2.1 Modelle

Dem Begriff des Modells kommt in der Willemsschen Systemtheorie eine zen-
trale Bedeutung zu. Unter einem mathematischen Modell wird ein Paar von
Mengen (U, B) verstanden: U ist die ,,Grundmenge® (in der Willemsschen
Terminologie auch als ,,Universum“ bezeichnet), in der das zu modellieren-
de Phinomen ,lebt“. Diejenigen Elemente in der Grundmenge, die durch
das Modell zugelassen werden, fafit man in der Teilmenge B C U zusammen
(Bild 2.1). B wird das Verhalten (,behaviour®) des Modells genannt. Ein

Bild 2.1: Grundmenge (Universum) U und Verhalten B eines Modells.

einfaches Beispiele soll diesen Sachverhalt erliutern:

Beispiel: Man mochte die Temperatur in Stuttgart am 24. Juli
2001 um 14 Uhr modellieren und damit vorhersagen. Die Grund-
menge besteht aus allen Temperaturen iiber dem absoluten Null-
punkt: U = [-273.16°C,00). Ein Modell greift einfach den
von ihm als moglich erachteten Temperaturbereich heraus, z.B.
B = [+15°C, +35°C].

Dieses Beispiel weist allerdings eine fiir ein Modell untypische Eigenschaft
auf: Es wird lediglich eine Aussage fiir einen einzigen Zeitpunkt gemacht.
Da das modellierte Phinomen — die Temperatur — mefibar ist, 1if8t sich diese
Aussage iiberpriifen. Das Modell kann sowohl verifiziert (am 24. Juli 2001 um
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14 Uhr wird in Stuttgart eine Temperatur zwischen 15 und 35 Grad Celsius
gemessen) als auch falsifiziert werden (zum fraglichen Zeitpunkt ist es kilter
als 15° C oder wirmer als 35° C). Im allgemeinen sind Modellaussagen aber
nicht zeitlich begrenzt — dann entfillt natiirlich auch die Mdglichkeit einer
mefitechnischen Verifikation. Dies wird anhand des folgenden ([46] entnom-
menen) Beispiels deutlich:

Beispiel: Der Zusammenhang zwischen den Aggregatzustinden
und der Temperatur von H,O bei einem Druck von 1 bar soll mo-
delliert werden. Die Grundmenge U besteht aus dem kartesischen
Produkt { Eis, Wasser, Dampf} X [-273.16°C , 00), also aus geord-
neten Paaren aus Aggregatzustand und Temperatur. Ein Modell
greift wiederum eine Teilmenge B C U heraus (Bild 2.2):

B = ({Eis} x [-273.16°C, 0°C]) U ({Wasser} x [0°C, 100°C])

U ({Dampf} x [100°C, o0)).

Aggregatzustand

Dampf +

Wasser T

Eis 1

Temperatur [° C]

Bild 2.2: Temperatur und Aggregatzustand.

Es liegt auf der Hand, daf} ein solches Modell zwar falsifiziert, nie aber
verifiziert werden kann: Ein einziger auflerhalb von B liegender Mefiwert wi-
derlegt das Modell; die Tatsache, daf alle bisher zur Verfiigung stehenden
Mefwerte in B enthalten sind, beweist demgegeniiber nicht die Richtigkeit
des Modells — man kann nie ausschliefen, daf es durch eine zukiinftige Mes-
sung widerlegt werden wird.
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Bemerkenswert (und von Willems auch so beabsichtigt) ist die Ndhe die-
ses Modellbegriffs zur Popperschen Erkenntnistheorie: Einem Modell kommt
der Stellenwert einer (empirisch-) wissenschaftlichen Theorie zu, wenn —
wie im eben zitierten Beispiel — die Moglichkeit einer meftechnischen Uber-
priifung (von Aspekten) des Modellverhaltens und damit einer Falsifikation
des Modells besteht. Beschrinkt sich dagegen ein Modell beispielsweise auf
Aussagen iiber die Zahl von Engeln, die auf einer Nadelspitze Platz finden, so
entféllt diese Moglichkeit. Das Modell muff dann dem Bereich der Spekulati-
on bzw. der Metaphysik zugeordnet werden. Der Vorgang der Uberpriifung
verlduft nach Popper [28] folgendermafen: , Aus der vorliufig unbegriindeten
Antizipation, dem Einfall, der Hypothese, dem theoretischen System, werden

. empirisch moglichst leicht nachpriifbare bzw. anwendbare singulédre Fol-

gerungen (,,Prognosen®) deduziert ... Uber diese ... Folgerungen wird nun
im Zusammenhang mit der praktischen Anwendung, den Experimenten usw.,
entschieden. Fillt die Entscheidung positiv aus ..., so hat das System die

Priifung vorldufig bestanden; wir haben keinen Anlaf}, es zu verwerfen. Féllt
eine Entscheidung negativ aus, werden Folgerungen falsifiziert, so trifft ihre
Falsifikation auch das System, aus dem sie deduziert wurden. Die positive
Entscheidung kann das System immer nur vorldufig stiitzen; es kann durch
spétere negative Entscheidungen immer wieder umgestofien werden. Solang
ein System eingehenden und strengen deduktiven Nachpriifungen standhélt
..., sagen wir, daB es sich bewdhrt.“!

2.2.2 Dynamische Modelle

Zur expliziten Beschreibung zeitlicher Phénomene benétigt man natiirlich ein
dynamisches Modell - ein Modell, dessen Grundmenge und dessen Verhal-
ten aus Funktionen iiber der Zeit bestehen. Ein dynamisches Modell setzt
sich demzufolge aus folgenden Bausteinen zusammen: Einer Zeitachse T,
der Menge W, in der das zu modellierende Phidnomen ,lebt“, sowie dem
Modellverhalten B. Soll das betrachtete Phiinomen beispielsweise fiir al-
le zukiinftigen Zeitpunkte modelliert werden, wihlt man T = R*; interes-

!Mit unterschiedlicher Begriindung iiben u.a. A. J. Ayer (z.B. [5]), 7. S. Kuhn ([17])
und P. Feyerabend Kritik an dieser Auffassung. Letzterer fafit seine in [14] verdffent-
lichten Ansichten folgendermafien zusammen: ,Es gibt also keinen klar formulierbaren
Unterschied zwischen Mythen und wissenschaftlichen Theorien. Die Wissenschaft ist ei-
ne der vielen Lebensformen, die die Menschen entwickelt haben, und nicht unbedingt die
beste. Sie ist laut, frech, teuer und f&llt auf.“
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siert man sich hingegen nur fiir ausgesuchte diskrete Zeitpunkte, so setzt
man T = {¢tg,t1,...}. Die Grundmenge des dynamischen Modells besteht
dann aus allen denkbaren zeitlichen Verldufen (,Signalen“) in W, d.h. aus
der Menge aller Funktionen, die die gewihlte Zeitachse auf W abbilden:
U=WT:={f: T — W} Ein Modell wird wiederum einige Elemente
der Grundmenge herausgreifen, in B C W7 zusammenfassen und so eine
nichttriviale Aussage iiber die Zukunft ermdglichen.

In dieser Begriffswelt 1&8t sich auch anschaulich erldutern, was man unter
der Giite eines Modells versteht: Angenommen, es existieren zwei Modelle M
und M desselben physikalischen Phinomens; die Grundmenge beider Model-
le stimmt demzufolge iiberein, wihrend sich ihr Verhalten unterscheidet (an-
sonsten wiren beide Modelle identisch): M; = (T, W, By), My = (T, W, Bo),
By # By. Auflerdem sei keines der beiden Modelle falsifiziert. Dann wird
M, als genauer als My bezeichnet, wenn B; C By. Ein genaueres Modell
ermoglicht also eine prézisere Vorhersage der Zukunft — sein Verhalten um-
fafit weniger Signale.

Beispiel: Der Temperaturverlauf in Stuttgart ab dem 1. Januar
1999 soll vorhergesagt werden. Die Modell-Grundmenge ist

U = [-273.16°C, 00)®" = {w(t)|w(t) > —273.16°C,t € R*}.

Das Verhalten eines sehr einfachen Modells wire beispielsweise
(vgl. Bild 2.3)

B:={w(t)| —30°C <w(t) <35°C, t € R*}.

Die Aussagekraft eines solchen Modells ist offenbar duflerst ge-
ring: B enthélt auch physikalisch unsinnige Signale — das Modell
1af3t zum Beispiel Temperaturen von +35°C in einer Winternacht
und —30°C in der Mittagszeit im Hochsommer zu. Ein genaueres
Modell zeigt Bild 2.4: Sein Verhalten besteht aus einem ,Band“,
das zwei iiberlagerte Sinuskurven umgibt. Eine der beiden Sinus-
funktionen besitzt eine Periode von 365 Tagen — sie bildet den
mittleren saisonalen Temperaturverlauf ab —, die andere eine Pe-
riode von 24 Stunden — sie erklirt die mittleren Temperaturunter-
schiede im Verlauf eines Tages. Man kann die Modellgenauigkeit
weiter erhghen (das Modellverhalten weiter einschréinken), indem
man beispielsweise nur noch Temperaturverldufe zulifit, deren
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Temperatur (Celsius)
o
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Bild 2.3: Modellierter Temperaturverlauf.
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Bild 2.4: Modellierter Temperaturverlauf.

Ableitung bestimmte vorgegebene Grenzen nicht iiber- bzw. un-
terschreitet.

Eine weitere wichtige Eigenschaft des Willemsschen Modellbegriffs liegt
im Verzicht auf eine Unterscheidung von System- Ein- und -Ausgéingen. Dies
wird anhand des folgenden Beispiels deutlich:

Beispiel: Das Ohmsche Gesetz modelliert das Verhéltnis von
Strom ¢(¢) und Spannung u(¢) an einem (Ohmschen) Widerstand
als konstante positiv reelle Zahl: R = % Will man diese
GesetzméBigkeit ,behaviouristisch“ darstellen, so wdhlt man als
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Modell-Grundmenge (R x R)®" — die Menge aller Signale {(i(t),
u(t)) € R2|t > 0)}. Das Verhalten des Modells besteht dann aus
der in Bild 2.5 gezeigten Teilmenge

B = {(i(t),u(t)) € R |u(t) = Ri(t), t > 0) }.

Es spielt offensichtlich keine Rolle, ob ein Spannungsverlauf an-

Zeit,

Spannung

Bild 2.5: Beispiel: Strom und Spannung an einem Ohmschen Wider-
stand.

gelegt wird, und der Stromverlauf sich entsprechend dem Ohm-
schen Gesetz einstellt, oder ob der Strom eingeprdgt wird, und
der Spannungsverlauf sich einstellt.

Das vorangehende Beispiel macht deutlich, daf§ es physikalisch sinnvoll sein
kann, auf eine Unterscheidung zwischen Ein- und Ausgingen eines Systems
(und damit auf eine Kausalititsaussage) zu verzichten: Die Rolle von Ein-
und Ausgang wird den beiden Modellgréien hier erst durch die vorgesehene
Anwendung zugewiesen, hat aber mit der modellierten physikalischen Ge-
setzméfigkeit nichts zu tun. Bei ereignisdiskreten Modellen kommt noch
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ein weiterer wichtiger Grund fiir das Abgehen vom traditionellen regelungs-
technischen Ein-/Ausgangsdenken hinzu: Solche Modelle beschreiben reale
Prozesse oft auf einer Abstraktionsebene, bei der Eingriffsmoglichkeiten nicht
mehr explizit als Stellsignale abgebildet werden. Dies trifft insbesondere auf
die im Rahmen der Ramadge/Wonham-Theorie zum Einsatz kommenden
Modelle zu.

An dieser Stelle sei angemerkt, daf die Beschreibung eines dynamischen
Systems durch sein Verhalten B (d.h. durch Mengen i.a. unendlich vieler
moglicher Trajektorien) in erster Linie als Anschauwungshilfsmittel dient —
wie gut sich bestimmte Fragestellungen in der ,behaviouristischen“ Sicht-
weise erkldren lassen, zeigt sich beispielsweise beim , Verschalten“ dynami-
scher Systeme (Abschnitt 2.2.3). Zur Durchfiihrung konkreter Berechnungen
benotigt man dagegen nach wie vor eine endlich-dimensionale Darstellung
des betrachteten Sachverhalts — z.B. ein Zustandsmodell.

2.2.3 Das ,,Verschalten“ dynamischer Systeme

Zwei auf derselben Grundmenge (W) x W2)T angesiedelte dynamische Sy-
steme sollen in der in Bild 2.6 gezeigten Weise verschaltet werden; dabei ist
irrelevant, welches der beiden Signale Eingang (bzw. Ausgang) fiir welches
der beiden Systeme ist. Das Verhalten B des verkoppelten Systems in der

w
L e e
System 1 o -0 System 2
W2
Bl C (W1 X WQ)T Bz C (W1 X W2)T

Bild 2.6: Verschalten zweier Systeme.

Grundmenge (W; x W5)T muB offenbar den dynamischen GesetzméBigkeiten
beider Systeme geniigen — es koénnen nur solche Signalpaare (w1 (t),ws(t))
auftreten, die sowohl von System 1 als auch von System 2 zugelassen werden
(Bild 2.7):

B =B,nB.. (2.1)
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Der , klassische“ Regelkreis stellt offensichtlich einen Spezialfall dieser Ver-
schaltung dar: man betrachtet gerichtete Signale (w; wirke z.B. von System 1
auf System 2, wq in umgekehrter Richtung), dann kann eines der beiden Sy-
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Bild 2.7: Verschalten zweier Systeme.

steme als Strecke, das andere als Regler interpretiert werden.

Wie sich ,alltdgliche“ Aufgaben der klassischen Regelungstechnik in die-
ser Sichtweise erkliren lassen, wird anhand eines einfachen Beispiels veran-

schaulicht:

Beispiel: Wir betrachten eine instabile Regelstrecke erster Ord-
nung mit Stell- und Mefsignalen v : Rt — R und y : Rt — R:

(1) = y(t) +u(?).

Das Stellsignal sei (bis auf die Forderung der stiickweisen Stetig-
keit) keinen Einschrinkungen unterworfen. Mit der Anfangsbe-
dingung y(t = 0) = yo ergibt sich das Mefsignal in Abhéngigkeit
von u:

y(t) = e'yo + /0 e~ Tu(r)dr. (2.2)

Nun fithrt man die Mefigrofe iiber eine negative Verstirkung auf
den Streckeneingang zuriick:

u(t) = —2y(t).

Hierdurch verschiebt man den Streckenpol von s = 1 nach s =
—1, stabilisiert also die Regelstrecke. Als Differentialgleichung
des geschlossenen Kreises erhdlt man

y(t) = —y(t);
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der zeitliche Verlauf von Mef- und Stellgréfie im geschlossenen
Kreis lautet also:

y(t) = ey (2.3)
u(t) = —2etyo. (2.4)

Betrachtet man Streckenmodell und Regler separat, so ist jeweils
eine breite Klasse von Stellsignalen zugelassen (alle stiickweise
stetigen Funktionen der Zeit); durch das Verschalten beider Sy-
steme (d.h. durch die Schnittmengenoperation in Bild 2.7) wird
ein einziges (von der Anfangsbedingung abhingiges) Stellsignal
(2.4) ,herausgegriffen“. Dieses zwingt dem Streckenmodell einen
abklingenden Verlauf fiir y(¢) auf: Setzt man (2.4) in (2.2) ein,
so erhilt man (2.3).

Nun stellt sich natiirlich sofort die Frage, ob die Schnittmenge der Ver-
halten zweier dynamischer Modelle auch leer sein kann. Bei ereignisdiskreten
Systemen — sofern sie nicht durch einen festen Zeittakt , getrieben* werden —
ist dies tatsdchlich méglich. Man spricht in diesem Fall von einem , Blockie-
ren® des verschalteten Systems. Falls T allerdings einem von auflen vorge-
gebenen Zeitraster entspricht (z.B. T = R* oder T = {to,t1,...}), stell
ein solches Blockieren eine Anomalie dar; dies kann man sich leicht anhand
eines Spezialfalls — der Klasse linearer zeitinvarianter Systeme in kontinu-
ierlicher Zeit — verdeutlichen: Angenommen, man mochte zwei solche Sy-
steme mit Ubertragungsfunktionen G(s) und K (s) mittels einer negativen
Riickfithrung verkniipfen. Dann entspricht , Blockieren“ der Verletzung der
bekannten , well-posedness condition“ 1 + G(c0)K(c0) # 0. Dies wiederum
bedeutet, daf8 die betrachteten Systeme sich nicht in der gewiinschten Form
verschalten lassen. Dieser Effekt wird im folgenden Beispiel anhand eines
trivialen Sonderfalls auch graphisch veranschaulicht.

Beispiel: Man betrachte den in Bild 2.8 gezeigten (aus rege-
lungstechnischer Sicht natiirlich unsinnigen) Kreis mit ,,Strecken-
gleichung® y(t) = 2u(t) + 1 und , Reglergleichung® u(t) = 1y(t).
Die (ebenfalls in Bild 2.8 aufgetragenen) Verhalten von Strecken-
modell und Regler lauten also

Bi = {(u(0) w0 () = 20(0) +1, 12 0},
B = {000 u(t) = Juto). 12 0.
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B: und B, schneiden sich offenbar nicht.

B

Bild 2.8: Zwei ,nicht verschaltbare“ Systeme.

In vielen Fillen sind die zu verschaltenden Systeme allerdings auf ver-
schiedenen Grundmengen definiert (Bild 2.9):

B ¢ (Wx W)t
By C (WxWy)T, Wy#W,.

Das Verhalten des Gesamtsystems kann dann nicht direkt als Schnittmenge

System 1 System 2

Bild 2.9: Verschalten zweier Systeme mit verschiedenen Grundmengen.

von B; und Bs gedeutet werden. Mit Hilfe von natirlichen Projektionen und
ihrer Inversen gelangt man aber wieder zum gewohnten Sachverhalt. Unter
der natiirlichen Projektion von B;, i = 1,2, auf W; versteht man:

Projy, (Bi) := {w;(t) € W | 3w(t) € W, so daB (w(t), wi(t)) € B;}. (2.5)
Die inverse Projektion von B; C (W x W;)T auf W, j # 4, definiert man als:

Pr()_]W = { ]( )) c (W x W; x W]')T ‘ (w(t),wi(t)) c Bl}
(2.6)

B2 Zeit t
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Offensichtlich gilt fiir jedes B; C (W x W;)T:

Projiy, (Projy, (B)) = B,
Projy (Projy, (Bi)) 2 B

Das Verhalten des verschalteten Systems auf der Grundmenge (W7 x W x
W2)T erhilt man durch ,Erweitern® (inverse Projektion) der Verhalten B;
und B, und anschliefende Schnittmengenbildung. Interessiert man sich nur
fiir die duferen Grofen w; und ws, so projiziert man das Resultat auf (W x
W2)T und eliminiert damit die , Verkniipfungsvariable w:

B = Projy, xw, ( Projii (B1) N Projy: (Ba) ) . (2.7)

2.2.4 Reglerentwurf

Das Verschalten einer Strecke mit einem Regler bewirkt — wie in Abschnitt
2.2.3 dargestellt — die Einschrankung des , freien“ Systemverhaltens B. Bevor
man sich an den Entwurf eines Reglers macht, muff man also zunéchst kliren,
wie das Streckenverhalten eingeschrinkt werden soll — man muf} (dynami-
sche) Spezifikationen formulieren. Dies kann prinzipiell auf zweierlei Weise
erfolgen: Man kann verlangen, daf§ das Verhalten der geregelten Strecke in
einer vorgegebenen Menge B;,.. C U erwinschter Trajektorien enthalten
ist. Man kann andererseits auch fordern, dafl das geregelte Streckenmo-
dell bestimmte verbotene Verhaltensmuster nicht aufweisen darf. Der zweite
Fall 148t sich natiirlich leicht in den ersten iiberfithren, indem man alle ver-
botenen Signalkombinationen in der Menge B, zusammenfafit und dann
Bape: := U — Byeyp definiert.

Im einfachsten Fall (Regler und Streckenmodell ,leben“ auf derselben
Grundmenge) muff das Reglerverhalten By also folgenden Bedingungen ge-
niigen:

BNBr # 0, (2.8)
BOBR g Bspez

— Regler und Streckenmodell lassen sich verschalten (sie , blockieren* sich
nicht gegenseitig, Gl. (2.8)), und der Regelkreis erfiillt die vorgegebenen Spe-
zifikationen (GI. (2.9)).
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2.2.5 Modellreduktion und Regelung

Jetzt wenden wir uns der Frage zu, welche Bedingungen eine im Hinblick auf
einen spiteren Reglerentwurf durchgefiihrte Modellreduktion erfiillen muf.
Wir gehen also von einem Streckenmodell aus, das wir — wegen zu kom-
plexer (schwieriger) Dynamik — als ungeeigneten Ausgangspunkt fiir einen
Reglerentwurf einstufen. Die Aufgabe besteht offenbar darin, ein einfacheres
Modell zu finden, fiir dieses eine Riickfithrung auszulegen und zu garantieren
dafl der Regler auch dann die Einhaltung der vorgegebenen Spezifikationen
erzwingt, wenn er mit dem urspriinglichen (komplexen) Modell verschaltet
wird. Anhand von Bild 2.10 148t sich leicht erkliren, wie eine solche Garantie
gegeben werden kann: Das Verhalten B,.4 des reduzierten Modells M,.; muf

B

B, ca _---JR
.

\

\

)

a‘ ’
,
P

Bipe:

Bild 2.10: Modellreduktion und Reglerentwurf.

das Verhalten B des urspriinglichen Modells M einschliefien:
B C Bied. (2.10)

Setzt man nun voraus, dafi entworfener Regler und detailliertes Strecken-
modell verschaltbar sind, so folgt aus (2.10): Gewdhrleistet der Regler die
Einhaltung der Spezifikationen am reduzierten Modell, so zwingt er auch das
detaillierte Modell M, den Spezifikationen zu geniigen:

Brea N Br C Byye: => BN Br C Bype: - (2.11)

Gleichung (2.10) bezeichnen wir im folgenden als Reduktionsbedingung. Sie
besagt, dal das reduzierte Modell M, ., jede Ein-/Ausgangs-Trajektorie ge-
nerieren kann, die auch durch das urspriingliche Modell M hervorgebracht
werden kann. Andererseits darf B,.q Losungen aufweisen, die mit M nicht
kompatibel sind. In der in Abschnitt 2.2.2 eingefiihrten Terminologie lifit
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sich die Reduktionsbedingung paraphrasieren als: ,M mufl mindestens so
genau wie M,.q sein.“ Stimmt das Verhalten von reduziertem und urspriing-
lichem Modell iiberein (B,.q = B), so spricht man von ezakter Modellredukti-
on —in diesem Fall, kann der (Zustands-) Mechanismus, der ein bestimmtes
Verhalten hervorbringt, ohne Genauigkeitseinbufie (ohne Verdnderung des
Modellverhaltens) vereinfacht werden.

2.3 Exakte Modellreduktion

In diesem Abschnitt diskutieren wir Bedingungen, die eine exakte Modell-
reduktion zulassen. Als Einfiihrung betrachten wir zwei einfache, auf den
ersten Blick sehr &hnliche Beispiele. Ihr dynamisches Verhalten wird sich
aber als grundverschieden erweisen: In einem Fall stellt sich Chaos ein, im
anderen Fall ein sehr einfaches periodisches Verhalten. Im ersten Beispiel ist
eine exakte Modellreduktion unméglich, im zweiten Beispiel kann das Modell
tatsdchlich ohne Verlust an Genauigkeit reduziert werden — sein Verhalten
1aBt sich exakt durch einen sehr viel einfacheren Zustandsmechanismus re-
produzieren.

2.3.1 Zwei einfache Beispiele

Die folgenden Beispiele wurden von Chase, Serrano und Ramadge in einer
Reihe von Veréffentlichungen untersucht [11, 10, 12]. An dieser Stelle sol-
len nur diejenigen Aspekte der zitierten Arbeiten vorgestellt werden, die im
Rahmen der in diesem Kapitel angesprochenen Fragestellungen von Interesse
sind.

Wir betrachten ein aus drei (idealisierten) identischen Wassertanks be-
stehendes System. Jeder Tank besitze eine Grundfliche von 0.1m2. In Bei-
spiel 1 wird angenommen, daf§ aus allen Behéltern — unabhéngig von ihrem
Fiillstand - 1/3 Liter Fliissigkeit pro Sekunde abstromt (dies kann man sich
z.B. durch eine unterlagerte Regelung realisiert denken). Die (symbolische)
Stellgrofie ist die Position eines Zulaufrohres, das (verzogerungsfrei) zwischen
den Tanks umschalten kann (Bild 2.11). Der konstante Zulaufstrom betrage
1 Liter pro Sekunde.

Beispiel 2 stellt ein in gewisser Weise duales System dar (Bild 2.12): In
jeden der drei identischen Behilter stromt 1/3 Liter Wasser pro Sekunde.
Die symbolische Stellgréfie ist in diesem Fall die Position eines Abflufistut-
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Bild 2.11: Beispielsystem ,,Schaltender Zulauf“.

zens, der (verzogerungsfrei) zwischen den Tanks umgeschaltet werden kann;
er entnimmt dem System — unabhingig vom Fiillstand des ,,angew&hlten*

Behilters — 1 Liter Fliissigkeit pro Sekunde.

Bild 2.12: Beispielsystem ,,Schaltender Abfluf3“.

Wir werden uns nun davon iiberzeugen, daf} sich beide Systeme bei Ver-
wenden der jeweils intuitiv einfachsten Regelungsstrategie vollig unterschied-

lich verhalten:
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2.3.1.1 Beispielsystem ,Schaltender Zulauf*“

Bezeichnen wir die (in cm pro Sekunde gemessenen) Fiillstandsinderungen
in Behiélter ¢, 2 =1,...,3, mit & und lassen alle Einheiten weg, so erhalten
wir folgende Zustandsdifferentialgleichungen fiir das Streckenmodell:

&1 -4
& | = —% + u(t) ; (2.12)
&3 _%

der (vektorielle) Streckeneingang w(t) kann drei diskrete Werte annehmen,
die den Stellsymbolen u; = u‘(;) (,Zulauf auf Behilter ¢, i = 1,2, 3, richten)
entsprechen:

1 0 0
u(t) € 0 1 0
0 0 1

(2.13)

0 0 0
uq(t) € {ufil) u‘(f) u‘(f) } .

Siamtliche Anfangsbedingungen &;(¢g) seien nichtnegativ, ihre Summe auf den
Wert 1 normiert:

&ilto) 0,i=1,2,3, (2.14)

Z &i(to)

Dem Regler wird nur mitgeteilt, zu welchem Zeitpunkt welcher Behélter
leergelaufen ist. Eine sinnvolle Regelstrategie lautet dann: ,Wenn Tank :
leer ist, schalte den Zulauf sofort auf Position ¢ (i.e. ug = u((;ﬁ) und belasse
ihn dort, bis der Wasserstand in einem anderen Behilter den Wert 0 erreicht
hat.“2

%

1. (2.15)

2Den Fall, daf sich zwei Behélter exakt gleichzeitig entleeren, schliefen wir der Ein-
fachheit halber aus: Man kann leicht zeigen, daff die Menge der Anfangsbedingungen, die
zum Eintreten dieser Situation fiihrt, Maf§ 0 besitzt.



26 KAPITEL 2. DISKRETE ABSTRAKTION UND REGELUNG

Da dem System zu- und abflieBender Volumenstrom fiir alle ¢ iiberein-
stimmen, bleiben die Streckentrajektorien an die Fldche Zle & =1 ge-
fesselt. Durch das angefiihrte Regelgesetz wird die Menge der moglichen
Zustinde weiterhin auf den physikalisch sinnvollen Teil dieser Fliche — den
Rand und das Innere des in Bild 2.13 gezeigten Dreiecks beschrankt. Man
kann sich nun leicht iiberlegen, wie die Trajektorien des Regelkreises auf
dieser Zustandsmenge verlaufen: Trifft eine Trajektorie auf den Rand des
Dreiecks (i.e. Behilter i ist leer), so wird die Stellgrofe auf das Symbol !’
umgeschaltet, und die Trajektorie lauft im rechten Winkel von dieser Drei-
ecksseite weg, bis sie an einer anderen Stelle wiederum an die Begrenzung
stoBt (Bild 2.14).

&2

&

Bild 2.13: Zustandsmenge des geregelten Systems.

Nun fiihren wir noch eine weitere Vereinfachung durch: Wir betrachten
den Zustand nur zu solchen Zeitpunkten tx, zu denen die Trajektorie auf den
Rand des Dreiecks aufliuft, die Stellgréfie also umschaltet:

Jf(tk) = f(tk) (2.16)

Hierdurch definieren wir eine eindimensionale Zustandsmenge

3
X={¢] Y &=1;&>0; &, & oder & = 0} (2.17)

i=1
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Bild 2.14: Trajektorien des geregelten Systems.

—den besagten Rand des Dreiecks. Die Transitionsfunktion des Regelkreises,
die den Jetztzustand z(t;) auf den Folgezustand x(¢x+1) abbildet, bezeichnen
wir mit o

a X=X (2.18)
e(tin) = ale(t)). (2.19)

Nun simulieren wir dieses System — z.B. fiir die Anfangsbedingungen ¢; =
0.41, & = 0.59, & = 0.0. Bild 2.15 zeigt die Fiillstinde x1(¢x) und xa(tx)
iiber dem Zeitindex k (der Wasserstand in Behélter 3 wird durch die Nor-
mierungsbedingung eindeutig festgelegt). Man vermutet sofort chaotisches
Systemverhalten.

In der Tat weist die Transitionsfunktion « alle definierenden Eigenschaf-
ten eines chaotischen dynamischen Systems auf [13]:

e « hingt sensitiv von den Anfangsbedingungen ab (d.h. es gibt ein d > 0,
so daff man in jeder beliebig kleinen Umgebung eines jeden Elements
2 € X einen Punkt Z und ein m € N finden kann, fiir die gilt: |a™(z) —
a™(z)| > 4.)

e « ist topologisch transitiv (d.h. in jeder beliebig kleinen Umgebung
eines jeden Elements in X existieren Punkte, die durch Iterieren {iber
a beliebig dicht an jeden anderen Punkt in X herangefiihrt werden),
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Bild 2.15: Simulation von z(¢x) und za(tx)-

e periodische Punkte (d.h. Punkte, die durch wiederholte Anwendung
von «a auf sich selbst abgebildet werden) liegen dicht in X.

Diese Eigenschaften kann man leicht verifizieren, indem man X auf den Ein-
heitskreis C ,abrollt“, so daf§ die Eckpunkte ,links unten“, ,rechts unten“
und ,oben“ dem Bogenmafi © = —7/3, 7/3 und 7 entsprechen. Hierdurch
wird eine homdomorphe Abbildung h : X — C) definiert (h ist bijektiv;
sowohl & als auch h~! sind stetig). Diese wiederum induziert eine Funktion

ac - Cl — 01
O(tr+1) ac(©(t))
—20(t;) + 7 (mod 27) ,

die im Hinblick auf ihre Dynamik exakt dieselben Eigenschaften aufweist wie
die Transitionsfunktion « [13].
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2.3.1.2 Beispiel ,,Schaltender Abflufi“

Die Zustandsdifferentialgleichung dieses Beispiels stellt eine einfache Modifi-
kation von Gl. (2.12) dar:

61 [
€3 3

wobei u(t) Gl (2.13) geniigt, und die zugeordneten Stellsymbole u,(;), i =
1,2, 3, fiir ,Ablaufstutzen auf Behélter i richten® stehen. Anfangs- und Nor-
mierungsbedingung (2.14), (2.15) werden unverindert iibernommen. Der
Regler verfiigt allerdings iiber andere Information als im vorangehenden Bei-
spiel: Thm wird — aufler dem Zeitpunkt des Leerlaufens eines Tanks — mitge-
teilt, welcher Behilter den zu diesem Zeitpunkt héchsten Wasserstand auf-
weist. Bildlich gesprochen: Der Regler ,bemerkt“ nicht nur, wenn die Sy-
stemtrajektorien auf die Berandung des Dreiecks in Bild 2.13 treffen, sondern
auch welcher Ecke der Auftreffpunkt am néchsten liegt®. Eine geeignete Re-
gelstrategie lautet dann: , Wenn ein Tank leerliuft, richte den Abflufistutzen
auf denjenigen Behilter, der den hochsten Wasserstand aufweist, und belasse
ihn dort, bis sich dieser entleert hat.“ Man kann sich leicht davon iiberzeu-
gen, dafl die Menge der mdéglichen Zusténde des geregelten Systems mit der
Zustandsmenge im vorangehenden Beispiel iibereinstimmt: Die Systemtra-
jektorien konnen das in Bild 2.13 gezeigte Dreieck nicht verlassen. Sie laufen
in rechtem Winkel auf eine der Dreiecksseiten zu; beim Auftreffen wird die
Stellgréfle umgeschaltet, die Trajektorien laufen dann rechtwinklig auf die
yentferntere“ der beiden anderen Seiten zu (Bild 2.16).

Auch in diesem Fall kann man die Untersuchung des Systems vereinfa-
chen, wenn man die Zustidnde nur zu den ,,Umschaltzeitpunkten“ ¢; betrach-
tet: Wir fiihren also wiederum die eindimensionale Zustandsmenge (2.17)
ein. Wie man Bild 2.16 entnehmen kann, besitzt die Transitionsfunktion
(2.18), (2.19) in diesem Fall kontraktiven Charakter: Anders als im vorange-
henden Beispiel werden Abschnitte von X durch Iteration iiber a auf kleinere
Abschnitte abgebildet. « kann demzufolge nicht die (zuvor angefithrten) ein
chaotisches System kennzeichnenden Eigenschaften aufweisen. Tatséchlich,
simuliert man das Verhalten des Regelkreises zu den Umschaltzeitpunkten

3Den Mittelpunkt einer jeden Dreiecksseite ordnen wir einfach einer der Ecken zu, so
dafl identische Wassersténde in den nichtleeren Behiltern kein Problem darstellen.
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oo
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=3

Bild 2.16: Trajektorien des geregelten Systems.

und tragt die resultierende Folge von Stellsymbolen (Position des Abflufistut-
zens) auf, so erkennt man periodisches Verhalten. Fiir die Anfangsbedingung
2(to) = [ 0.41 0.59 0.0 |" erhilt man z.B.:

ug(ty) = {u((iZ)v uz(il)v u((ia)v u((i2)7 u((il)v u((ia)v u((i2)7 Y

Offensichtlich kénnen wir diese Folge auch mittels eines sehr viel einfacheren
dynamischen Systems — eines deterministischen Automaten mit endlich vielen
Zustdnden — erzeugen. Interessiert man sich also nur fiir die zeitliche Abfolge
der Symbole ug ) (d.h. fiir das Verhalten des Systems auf der Grundmenge
UY), soist eine evakte Modellreduktion moglich. Dieses Phiinomen kann man
anhand einiger Uberlegungen aus der Theorie mengendynamischer Systeme
leicht erklédren.

2.3.2 Mengendynamische Systeme

Mit dem Begriff ,, Mengendynamische Systeme* belegt man eine breite Klasse
(zeitdiskreter) dynamischer Systeme, die mit einem Minimum an Modellan-
nahmen auskommen. Die Wertebereiche aller beteiligter Signale bestehen
aus Mengen ohne jede ,aufgezwungene* algebraische Struktur.
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2.3.2.1 Algebraische Grundlagen

Zunichst wiederholen wir einige einfache algebraische Grundlagen (z.B. [23]).

Binédrrelationen: Eine Bindrrelation auf einer Menge M ist eine Unter-
menge B C M x M. Eine Bindrrelation B auf M heifit

o reflexiv, wenn fiir alle s € M gilt: (s,s) € B;
o symmetrisch, wenn fiir alle (s1, s2) € B gilt, daB§ auch (sq,s1) € B;

o antisymmetrisch (oder identitiv), wenn aus (s1, s2) € B und (s, $1) €
B folgt, daf3 s; = so;

e transitiv, wenn fiir alle (sq,s2) € B und (sg,s3) € B gilt, da§ auch
(517 53) € B.

Statt (si1, $2) € B schreibt man auch s; Bss.

Partielle und vollstindige Ordnungen: Eine Binirrelation B auf M
heifit partielle Ordnung bzw. Halbordnung, wenn sie reflexiv, antisymme-
trisch und transitiv ist. Partielle Ordnungen werden iiblicherweise mit , < “
bezeichnet. Wenn zusitzlich fiir jedes Paar sq, so € M entweder s; < sy oder
sa < s1 gilt, spricht man von einer vollstindigen Ordnung.

Partiell geordnete Mengen: Wenn < eine partielle Ordnung auf M dar-
stellt, nennt man das Paar (M, <) eine partiell geordnete Menge. In einer
solchen Menge unterscheidet man zwischen minimalen und kleinsten sowie
zwischen maximalen und gréfiten Elementen:

Ein Element $y.x € M heifit mazimal, wenn fiir jedes s € M gilt:
Smax < § = S = Smax. Nun betrachtet man eine Teilmenge M C M. Ein
Element s, € M heifit obere Schranke fiir M, wenn fiir alle s € M gilt:
s < Sos. Es liegt auf der Hand, daf fiir eine Teilmenge M mehrere obere
Schranken existieren kénnen. Wenn eine dieser oberen Schranken Element
der Teilmenge M selbst ist, nennt man sie grifstes Element von M. Analog
definiert man minimale Elemente, untere Schranken und kleinste Elemente.
Eine Menge kann offenbar hochstens ein grofites und ein kleinstes Element
besitzen. Schliefllich ben&tigen wir noch den Begriff der grifiten unteren
Schranke inf(M) einer Teilmenge M von M: Hierunter versteht man das
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grofte Element der Menge aller unteren Schranken von M. Die kleinste obe-
re Schranke sup(M) wird auf analoge Weise eingefiihrt. Man beachte, daf
inf(M) und sup(M) — wenn sie existieren — nicht Element von M zu sein
brauchen.

Diesen Sachverhalt verdeutlicht man sich am besten anhand von Hasse-
Diagrammen: Man trigt alle Elemente der Menge M in der Zeichenebene auf,
s; wird unterhalb von s; gezeichnet und durch einen Strich mit s; verbunden,
wenn s; < s;. Der Strich wird weggelassen, wenn s; {iber andere Punkte mit
s; verbunden ist.

Beispiel: Die linke Hélfte von Bild 2.17 zeigt ein Hasse-Diagramm
einer partiell geordneten Menge mit zwei maximalen Elementen,
keinem grofiten und einem kleinsten Element; das Diagramm in
der rechten Bildhélfte stellt eine partiell geordnete Menge mit
einem grofiten Element, keinem kleinsten aber zwei minimalen
Elementen dar.

s1 @
51 @ ® sy /\
89 (] e 33
53 b \
\ sy @ ® 55
® s

Bild 2.17: Hasse-Diagramme.

Aquivalenzrelationen: Eine Binirrelation A auf einer Menge M heifit
Aquivalenzrelation, wenn sie reflexiv, symmetrisch und transitiv ist. Eine
Aquivalenzrelation bewirkt eine Unterteilung der Menge M in paarweise
disjunkte nichtleere Teilmengen — die sogenannten Aquivalenzklassen. Die
Menge dieser Aquivalenzklassen nennt man die Quotientenmenge M/A Die
Abbildung p; : M — M/ A, die jedem Element aus M seine Aquivalenzklasse
zuordnet, heiit Projektion oder kanonische Abbildung. Da der Aquivalenz-
begriff im folgenden von zentraler Bedeutung sein wird, betrachten wir zur
Verdeutlichung des Sachverhalts ein einfaches Beispiel:
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Beispiel: Gegeben sei eine Menge M geometrischer Gebilde, die
sich im Hinblick auf ihre Form (Ellipse, Rechteck oder Sechseck),
ihre Grofe (grof oder klein) und ihre Farbe (weifi oder schwarz)
unterscheiden (Bild 2.18). Betrachten wir zunichst die Funktion
,Form*“:

Form : M — {Ellipse, Rechteck, Sechseck}.

Offenbar wird durch diese Funktion eine Aquivalenzrelation A(Form)
induziert:

s1 A(Form) sy <= Form(s;) = Form(s»).

S@_e unterteilt M in drei nichtleere paarweise disjunkte Teilmengen
(Aquivalenzklassen)

[Ellipse ] := {s € M | Form (s) = Ellipse}

[Rechteck ] := {s € M | Form (s) = Rechteck}

[Sechseck ] := {s € M | Form (s) = Sechseck}

— die Mengen aller Ellipsen, Rechtecke und Sechsecke in M (vgl.
Bild 2.18). Als Quotientenmenge erhalten wir in diesem Beispiel

M/ A(Form) = {[Ellipse], [Rechteck], [Sechseck]}.

Bild 2.18: Beispiel zum Begriff der Aquivalenzrelation.
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Die Menge aller Aquivalenzrelationen auf einer gegebenen Menge M be-
zeichnen wir mit 4. Auf dieser Menge kann man eine partielle Ordnung <
definieren: Al < Az bedeutet ,,die Aquivalenzrelation Al bewirkt eine min-
destens so feine Unterteilung von M wie Ay bzw. ,714'1'1 ist mindestens so fein
wie Ay — oder formal ausgedriickt:

81 A189 = 51 A58s.

Weiterhin lifit sich zeigen, daB jede Teilmenge in A4 ein Infimum (grofite
untere Schranke) besitzt — fiir jede Menge von Aquivalenzrelationen auf M
existiert also eine (eindeutig bestimmte) grébste Aquivalenzrelation, die min-
destens so fein wie jedes Element dieser Menge ist. Veranschaulichen wir auch
diesen Sachverhalt wieder anhand unseres Beispiels:

Beispiel: Aus Bild 2.18 wird unmittelbar klar, da A(Form) fei-
ner ist als die durch die Funktion ,Farbe“ induzierte Aquivalenz-
relation A(Farbe): zwei Elemente der Menge M mit gleicher Form
besitzen auch dieselbe Farbe. Andererseits kann man keine der-
artige Beziehung zwischen der Aquivalenzrelation A(Gri)’ﬁe) und
A(Form) bzw. A(Farbe) angeben. Das Infimum aller drei Aquiva-
lenzrelationen wird in diesem Beispiel durch A(FO&G) gegeben —
der Aquivalenzrelation, die alle Gebilde derselben Form und der-
selben Grofle zu einer Aquivalenzklasse zusammenfaft. Die (par-
tielle) Ordnung zwischen Elementen von A wird — wie in Bild 2.19
gezeigt — in Form eines , Baumes“ (oder Hasse-Diagrammes) dar-
gestellt.

Mit diesem einfachen ,Handwerkszeug® lassen sich bereits viele Aspekte
mengendynamischer Systeme untersuchen. Die folgenden Ausfithrungen sind
im wesentlichen den Anfangskapiteln von [40] entnommen.

2.3.2.2 Definition mengendynamischer Systeme

Ein deterministisches mengendynamisches System wird durch die folgenden
Bestandteile definiert:

1. Eine mit einer vollstindigen Ordnung < versehene Indexmenge T, die
wir als ,, Zeit* interpretieren konnen,

2. eine Eingangsmenge U,
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A(Farbe)

A(Grofle)

A(Form)

inf = A(Fo & G)

Bild 2.19: Partielle Ordnung von Aquivalenzrelationen.

3. eine Ausgangsmenge Y,

4. eine Zustandsmenge X,

5. eine (partielle) Transitionsfunktion f: X x U — X,
6. eine Ausgangsfunktion ¢ : X — Y und

7. eine eineindeutige ordnungserhaltende Indezfunktiont : N — T. (¢ wird
als ordnungserhaltend bezeichnet, wenn fiir alle k1, k2 € N aus k1 < ko
folgt, daB ¢(k1) < t(k2). Das erste der beiden <-Symbole steht hierbei
fiir die ,,gewShnliche“ | kleiner oder gleich“-Ordnung auf N, das zweite
fiir die Ordnung auf T.) Um die Verbindung zur ,Standardnotation®
herzustellen, schreiben wir ¢, statt t(k).

Die Systemdynamik wird dann in gewohnter Weise durch Zustands- und
Ausgangsgleichung beschrieben:

o(tesr) = fla(te),u(tr)) (2:21)
y(te) = q((z(ty)). (2.22)

Ein solches mengendynamisches System
(T, < U; X5Y5 £, q)

stellt offenbar ein sehr allgemeines Konzept dar — wir haben keinerlei An-
nahmen iiber Eingangs-, Ausgangs- oder Zustandsmenge getroffen. Sind alle



36 KAPITEL 2. DISKRETE ABSTRAKTION UND REGELUNG

diese Mengen endlich, erhilt man einen sequentiellen Moore-Automaten bzw.
— wenn man eine etwas allgemeinere Ausgangsfunktion ¢ : X xU — Y zulifit
— einen sequentiellen Mealy-Automaten. Wé&hlt man U, X, YV als R?, R,
RP, so gelangt man zu ,gewohnlichen“ kontinuierlichen Systemen. Durch
Einfiihren geeigneter Mengen kann man natiirlich auch allgemeine hybride

Systeme im Rahmen dieser Darstellung fassen.

2.3.2.3 Modellvereinfachung

Nun wenden wir uns der Frage zu, wann wir ein gegebenes mengendynami-
sches System durch ein einfacheres ersetzen kénnen. Die Motivation hierzu
liefert uns das zweite der im vorangehenden Abschnitt untersuchten Bei-
spiele. Dort beobachteten wir, daf§ sich die Ausgangssequenzen mancher
Systeme mit kontinuierlicher Zustandsmenge durch Systeme mit endlicher
diskreter Zustandsmenge — endliche Automaten — reproduzieren lassen. Da
das behandelte Beispiel ein autonomes System darstellte (wir betrachteten
den geschlossenen Kreis), beschrinken wir uns auch an dieser Stelle auf auto-
nome Systeme. Zustands- und Ausgangsgleichung (2.21), (2.22) vereinfachen
sich dann zu:

o(tes1) = alz(ty), z € X, (2.23)
y(te) = qla(t)), ye Y. (2.24)

Die Funktionen ¢, go a, go a?, ... induzieren Aquivalenzrelationen
A(q), A(goa), A(goa?), ... (2.25)

Das Infimum aller dieser Aquivalenzrelationen bezeichnen wir mit Ag,:

Aga i= i=0il}f A(goad). (2.26)

,1,2,..

Offensichtlich gilt nun:

d.h. zwei im Sinne von Ay, dquivalente Anfangszustdnde generieren dieselbe
Folge von Ausgangssymbolen. Da Ay, als gribste Aquivalenzrelation definiert
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wurde, die mindestens so fein wie alle A(g o af), i = 0,1,..., ist, gilt auch
der Umkehrschlufl: Produzieren zwei Anfangszustinde ,fiir alle Zukunft“
identische Ausgangssymbole, so sind sie dquivalent im Sinne von Aqa.

Die folgenden drei Aussagen sind also gleichbedeutend:

1. Aqa ist nicht die Identitét (es existieren demzufolge z # & mit quaa?).

2. Man kann nicht garantieren, daf§ sich aus der Sequenz der Ausgangs-
symbole der Anfangszustand eindeutig rekonstruieren lifit — das System
ist nicht beobachtbar.

3. Man kann alle im Sinne von Aqa dquivalenten Zustinde zusammenfas-
sen und auf diese Art und Weise ein einfacheres System mit identischem
Ausgangsverhalten erzeugen: Man ersetzt also die Zustandsmenge X
durch die Quotientenmenge X/ A'qa und die Transitions- und Ausgangs-
funktion durch die (eindeutig definierten) Funktionen

a : X/Ap — X/ A4
@ : X/Aqox — Y7

die das in Bild 2.20 gezeigte Diagramm kommutativ werden lassen.

\
4o Pi Y

A

X/ Ay = X/ A

a

X X

Pi

Bild 2.20: Schematische Darstellung der exakten Modellvereinfachung.

Fiir Transitions- und Ausgangsfunktion des vereinfachten autonomen
Systems

(T,<;X/Ap; Yia,q)
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gilt also:

gopi,, = ¢

aOpAW = pA-qdoa.

Diese Ausfiithrungen lassen sich problemlos auf das in Abschnitt 2.3.1.2
betrachtete Beispiel anwenden:

Beispiel: Die Zustandsmenge X des geregelten Systems be-
steht aus den Seiten des in Bild 2.13 dargestellten Dreiecks. Als
Ausgangsgrofie interpretieren wir die Position des Abflufistutzens.
Man kann sich nun leicht davon iiberzeugen (z.B. anhand des in
Bild 2.16 gezeigten Verlaufs der Trajektorien), daf§ zwei Anfangs-
zustdnde genau dann dieselbe Folge von Ausgangssymbolen be-
wirken, wenn sie zur selben Hilfte einer Dreiecksseite gehoren.

Ajgq unterteilt X also in sechs Aquivalenzklassen:

3
Too= {61 &=1,6=00<&E<G)

i=1

3
Zo= LD &=1,6=0,&>6>0}
=1

3
Ts o= {€] ) &=1,6=0,0<&<&)

i=1

3
Tooo= {E]) &=1,6=0&>& >0}
=1

3
Ts o= {61 &=1,6&=00<6 <&}

Iy =
'Lzl

T = {1 &=1,6&=06>6&>0}.
=1

Die Zustandsmenge des vereinfachten Systems lautet
X/Aqa = {517 T% j37 j47 T57 TG}7

Transitions- und Ausgangsfunktion sind in Tabelle 2.1 darge-
stellt. Offenbar wird je nach Anfangsbedingung einer der bei-
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T | a(@) | 7(7)
T | Ts 3
To | Ta 2
3| T 1
T4 | Tg 3
Ts | T3 2
To | To 1

Tabelle 2.1: Transitions- und Ausgangsfunktion des vereinfachten
Systems.

den in Bild 2.21 gezeigten Zyklen durchlaufen; hierbei wird eine
yauf-“ oder eine  abwirtszihlende“ periodische Ausgangssequenz
erzeugt.

7 1 7 Ty 1 T
® e ® @
e O

T Ta
Bild 2.21: Vereinfachtes Modell.

Betrachtet man nicht-autonome Systeme, so mufi man fordern, daf§ die
genannten Bedingungen fiir jede mégliche Eingangsgrofie gelten.

2.4 Diskrete Approximation kontinuierlicher
und hybrider Systeme

Im vorigen Abschnitt wurde gezeigt, dafl es prinzipiell méglich ist, das Ver-
halten eines kontinuierlichen (oder hybriden) Systems ezakt durch einen Au-
tomaten zu reproduzieren; gleichzeitig wurde aber klar, daf§ hierfiir iiberaus
restriktive Bedingungen zutreffen miissen: Man unterteilt die Zustandsmenge
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des zu reduzierenden dynamischen Modells in endlich (oder abzihlbar unend-
lich) viele ,, Gebiete“ (Aquivalenzklassen) und fordert dann, daf die Transiti-
onsfunktion jedes dieser Gebiete vollstindig in eine andere Aquivalenzklasse
abbildet. In anderen Worten: Bei Eingabe eines beliebig ausgewihlten Stell-
signals miissen alle Punkte eines vorgegebenen Gebiets der Zustandsmenge
innerhalb eines Abtastintervalls in ein einziges ,Folgegebiet“ wandern. Es ist
unmittelbar klar, daf diese Bedingung nur in ausgewihlten Fillen (wie dem
Beispielsystem , Schaltender Ablauf*) zutrifft. Aus diesem Grund befassen
wir uns nun mit der Frage, wie wir uns eine der Reduktionsbedingung (2.10)
geniigende diskrete Approzimation oder Abstraktion des hybriden Strecken-
modells beschaffen kénnen.

2.4.1 Die Regelstrecke

Wir nehmen an, daf} zur Beschreibung der Regelstrecke ein detailliertes ,,Ba-
sismodell“ zur Verfiigung steht. Dieses Modell besitzt eine kontinuierliche
Komponente und kann dariiberhinaus auch einen diskreten Anteil enthal-
ten. Die kontinuierliche Komponente werde durch die Zustands-Differenzen-
gleichung (2.27), die Ausgangsgleichung (2.28) und die Mefgleichung (2.29)
beschrieben:

a(tie) = fla(e), wts), va(ts)), (2:27)

za(te) = a:(z(t)), (2.28)

va(te) = qy(a(te))- (2:29)

k€ {0,1,2,...} ist der Zeitindex, z(tx) € R™ der Zustand der kontinuierli-

chen Komponente zum Zeitpunkt ¢z, und w(tx) € R" eine unbekannte (aber
beschrinkte) Storgrofie:

w(ty) € W:=A{w|weR", [Jwllo <1}, (2.30)

||lw|ls steht fiir die Maximumnorm des Vektors w: ||w|le = max; |w;|.
uq(ty) € Uq, za(tr) € Zg, und ya(ty) € Yy sind die Werte (Symbole), die
Eingangs-, Ausgangs- und Mefisignal zum Zeitpunkt ¢ annehmen. Wir set-
zen voraus, daf die Eingangsgrofie ug(t;) gemessen werden kann — im Falle
eines rein kontinuierlichen Streckenmodells (der unten beschriebene diskrete
Anteil entfillt) iibernimmt uy die Rolle der Stellvariablen. Die Festlegung
der Ausgangsgrofie z, ist Teil des Entwurfsprozesses. Wenn uns beispielswei-
se nur die Eigenschaft ,Sicherheit“ interessiert, wdhlen wir als Wertebereich
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der Ausgangsabbildung ¢, die Menge Z; = {verboten, erlaubt}. Es wird
im folgenden immer vorausgesetzt, daf die Mengen Uy, Z,; und Y, aus endlich
vielen Elementen bestehen:

Ug = {u,(il)7 .. 7u,(iN)}7
Zqg = {zx(il)v"' 7Z((1K)}’
Yd = {y((jl)7 cee 7y,(iM)}

Einzige von der Funktion f : R® x R" x Uy — R" zu erfiillende Forderung
ist, dafl ihre Restriktion auf R” invertiert werden kann. Deshalb kénnen
wir (2.27) nach dem ersten Argument der rechten Seite auflosen; das Re-
sultat nennen wir z(tz) = f~ (z(trs1), w(ts), ua(ty)). Ohne Beschrinkung
der Allgemeinheit nehmen wir weiterhin an, dafl sowohl Ausgangsabbildung
¢. : R* — Z; als auch Meffunktion g, : R® — Y, surjektiv sind*.

Den diskreten Streckenanteil modellieren wir als Moore Automaten mit
Transitionsfunktion § und Ausgangsabbildung g,:

Caltrer) = 0(&a(tr), yalte), Ta(ts)), (2.31)
ug(te) = qu(éaltr)). (2.32)

Ea(tr) € Ey stellt den Zustand der diskreten Komponente zum Zeitpunkt ¢,
dar; ihre Zustandsmenge =; wird als endlich vorausgesetzt. Der Ausgang ug
des diskreten Streckenanteils dient als Eingangssignal fiir die kontinuierliche
Komponente; umgekehrt bildet der gemessene Ausgang ys des kontinuierli-
chen Blocks das (interne) Eingangssignal des Moore Automaten. Von aufien
kann in das System iiber die (externe) Eingangsgrofe ii4(t) € Uy, eingegriffen
werden — sie ist die Stellvariable des Gesamt-Streckenmodells. (Bild 2.22).

2.4.2 Nichtdeterministische Automaten als diskrete Ab-
straktionen kontinuierlicher Systeme

2.4.2.1 Das Prinzip

In diesem Abschnitt wird gezeigt, wie sich eine Hierarchie (eine vollstindig
geordnete Menge) nichtdeterministischer Automaten als Abstraktionen des

#Sollte diese Bedingung nicht erfiillt sein, enthalten die entsprechenden Bildmengen
,unnotig® viele Elemente. Die ,iiberzéhligen“ Elemente entfernt man und erhélt so — wie
vorausgesetzt — Surjektivitdt der Abbildungen g, und g,
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Kontinuierliche [~~~ =~ ™ Diskrete Ua

Komponente |q - ____ Komponente

Bild 2.22: | Basismodell“ fiir die hybride Regelstrecke.

kontinuierlichen Streckenanteils bestimmen 1dft. Zuerst wihlt man eine
nichtnegative ganze Zahl v — diese parametriert die Menge der Abstraktionen.
Dann definieren wir den Zustand der diskreten Abstraktion zum Zeitpunkt
t als

([ya(te), - -+, ya(to)]; [wa(te-1),- -, ua(to)]),

wenn k£ =0,1,... ,v—1,

xd(tk) = (233)
([wa(tr)s - -+ s yalte=o)], [wati-1), -« s ualte=o)])
wenn k > v.

Der momentane Zustand des abstrahierten Modells besteht also aus einer
Kette von Mefisymbolen und (mefBbaren) Eingangssymbolen, die iiber ein
Intervall min(k, v) in die Vergangenheit zuriickreichen. Diese Wahl der Zu-
standsgrofe erinnert an die Beobachter-Normalform der klassischen konti-
nuierlichen Regelungstheorie — der Modellzustand besteht ausschlielich aus
bekannten Grofien. Beobachtbarkeit des Zustands ist deswegen a-priori gesi-
chert. Da die Mengen U und Y, nur endlich viele Eingangs- bzw. Mefisym-
bole enthalten, besteht auch die Zustandsmenge X, der diskreten Approxi-
mation aus endlich vielen Elementen. Eine obere Schranke N, fiir die Anzahl
der Elemente in X 148t sich leicht angeben:

N,= EU:M"“M :

=0

Dies ist gerade die Anzahl verschiedener Symbolketten (2.33), die man durch
vollstindige Permutation der Eingangs- und der Mefisymbole iiber Uy bzw. Yy
erhilt.

Es liegt aber auf der Hand, da das kontinuierliche System (2.27), (2.29)
nicht mit allen diesen Zeichenketten kompatibel ist. In einem zweiten Schritt
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eliminiert man deswegen alle Ketten, die sich nicht mit dem kontinuier-
lichen Modell (2.27), (2.29) und den Annahmen beziiglich des Stdrsignals
w vereinbaren lassen: Nach Einfiihrung der Abkiirzung f,'(z,w) fiir den
Term f~!(z,w, u(k)) ergibt sich hierfiir folgendes Kriterium: Die Zeichenkette
([y‘(ii”), e ,yyﬂ)] , [ufikl), .. ,u((ik")] ), 0 < p < v, ist genau dann Element der
Zustandsmenge X, des abstrahierten Modells, wenn das Gleichungssystem

u" = g (2.34)
y((;l) = Gy .fjl(a:7wj1)) (2'35)

(
= (it (M@ ws),ws)) (2.36)
(

yz(izp) = fl;,l (f];ll(wijl)v--' 711)]'/‘)) (237)
unter der Nebenbedingung
eine nichtleere Losungsmenge fiir den Vektor [z, , ... ,w;[j’ besitzt. Ein

solch allgemeines System nichtlinearer Gleichungen auf Losbarkeit zu unter-
suchen ist natiirlich etwas ehrgeizig. In einem wichtigen Spezialfall 1ift sich
diese Untersuchung allerdings leicht und numerisch problemlos durchfiihren
— dieser wird in Abschnitt 2.4.2.2 besprochen.

Der eben skizzierte zweite Schritt 18t sich als , Ausjiten® aller nicht er-
reichbarer Zustédnde interpretieren. Da alle Zustidnde — per Konstruktion
— beobachtbar sind, garantiert diese Vorgehensweise Minimalitdt des resul-
tierenden (diskreten) Modells. Die Anzahl der Elemente der verbleibenden
(minimalen) Zustandsmenge X, bezeichnen wir mit N,:

Xo={al), .. 2™y, (2:39)

Die Menge der Anfangszustinde X4 C X4 besteht aus allen Zeichenketten,
die genau ein Mefisymbol (und kein Stellsymbol) enthalten: X4 = Y. Dies
spiegelt die Tatsache wider, dafl wir kein a-priori Wissen beziiglich des Zu-
stands des kontinuierlichen Systems voraussetzen: Er kann vor Bekanntwer-
den des ersten Mefisymbols zum Zeitpunkt #, jeden Wert im R™ annehmen.

Wir bezeichnen die zu einem diskreten Zustand a:f;) gehorigen Ketten

von Eingangs- und Mefisymbolen mit u* (x,(j)) und y* (x,(j)). Auferdem fiithren
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wir einen ,, Vergessens-Operator® F ein, der fiir £ > v das jeweils ,dlteste®
Symbol aus den Zeichenketten y’(z4(t)) und wj(@q(te)) entfernt:

¥ [d(tk)7-~-7 d(tg)],wennk:(],l,...,v—l
]:(yd(xd(tk))) - { [zd(tk)7 e 7zd(tk—1/+1)} , wenn k 2 v,

. o [ua(te=1), ... ua(to)], wenn k =0,1,... ,v—1
Flug(zate)) = { [ug(thzi), .- ug(thvs1)], wenn & > v.

Nun kann man sofort die Transitionsstruktur der diskreten Abstraktion an-
geben: (a:f;), uff )71,(1 )) ist genau dann eine Transition, wenn

1. ein Symbol yg) € Y, existiert, so daf§

vl = [of, P, (2.40)
i@l = [uf, FlugE)], (2.41)

2. die Symbolkette ([y‘g”, yg(x,(;))] , [u,(ij ), u;(a:f;))]) mit dem kontinuier-
lichen Modell (2.27), (2.29) und den Annahmen beziiglich des Storsi-
gnals w vereinbar ist.

Die erste der beiden Bedingungen 1d8t sich leicht durch ,visuellen Vergleich*
der untersuchten Symbolketten {iberpriifen: Man muf} sich lediglich verge-
wissern, daB sowohl y(z) und y;(z{?) als auch wi(z{") und wi(z!) in
der durch (2.40) und (2.41) angedeuteten Art und Weise , iiberlappen. Die
zweite Bedingung 148t sich iiberpriifen, indem man einen dem System (2.34)
— (2.38) analogen Satz von Gleichungen aufstellt und auf Losbarkeit testet.

Erweist sich (z,(;), ufij ), a:gk)) als Transition der Abstraktion, so bezeichnet

man a:fj) als Ausgangs-, z,(f) als Endzustand dieser Transition. Das Eingangs-
symbol u,(ij ) wird auch als Transitionsmarke bezeichnet.

Jedes Element in X, generiert auf eindeutige Weise eine symbolische Mef}-
grofie — das dem Zustand z,(;) zugeordnete Mefisymbol ist gerade das ,,am
weitesten links“ stehende Zeichen der Kette y*(z,(;)). Fiir jeden nichtne-
gativen Wert des ganzzahligen Parameters v erhilt man demzufolge einen
endlichen Moore-Automaten als diskrete Abstraktion der kontinuierlichen
Streckenkomponente.

Es liegt auf der Hand, daf} der resultierende Automat in aller Regel nicht-
deterministischen Charakter besitzt: Mehrere von einem Zustand ausgehende
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Transitionen kénnen mit derselben Marke gekennzeichnet sein. Diese Eigen-
schaft wird in nachstehendem Beispiel illustriert und in Abschnitt 2.4.3 niiher
erklart.

Der Begriff der Zeit findet sich nur implizit im Automatenmodell: Der
Zeittakt der diskreten Abstraktion stimmt mit dem des unterlagerten konti-
nuierlichen Systems iiberein — fiir jede Transition wird genau ein Abtastin-
tervall ¢;41 — ¢; bendtigt — man spricht in diesem Zusammenhang von einem
getakteten Automaten. In manchen Féllen mufl die Zeit allerdings explizit
modelliert werden — beispielsweise, wenn die Spezifikation die Ausfiihrung be-
stimmter Aufgaben innerhalb einer vorgegebenen Zeitspanne verlangt. Dann
erweitert man die Transitionsstruktur des Automaten durch eine einfache
Uhr (Bild 2.23): Das als tick bezeichnete Ereignis symbolisiert den Ablauf

Uq

tick

Bild 2.23: Einfache Uhr.

eines Abtastintervalls. Der mit U, versehene Pfeil repriisentiert das Einspei-
sen eines beliebigen Eingangssymbols u; € U,. Jedes aufeinanderfolgende
Auftreten von Eingangssymbolen wird also durch ein tick Ereignis unter-
brochen. Das gesamte abstrahierte Modell besteht in diesem Fall aus dem
synchronen Produkt (vgl. Abschnitt 2.5.2.2) von Automat und Uhr.

Beispiel: ~ Wir betrachten ein System mit jeweils zwei Mef-
und zwei Stellsymbolen (M = 2, N = 2). Den Entwurfspara-
meter v wihlen wir zu 1. Als obere Schranke fiir die Anzahl
der Zustinde des approximierenden Automaten ergibt sich so-
mit N, = 2 + 222 = 10. Im vorliegenden Beispiel sei die Zahl
der mit dem unterlagerten kontinuierlichen System kompatiblen
Zusténde N, = 8, d.h. nur 8 von 10 Varianten des (Un-) Glei-
chungssytems (2.34) — (2.38) besitzen eine nichtleere Losungs-
menge. Eine Minimalrealisierung der diskreten Approximation
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enthélt folglich 8 Zusténde. In unserem Beispiel seien dies:

o = i,

2P = )

U (RN RO
2P = [yl
2 = [P,
SR R
) =l
2 = [ 9P,

Zur Bestimmung der Transitionsstruktur mufl man die auf Sei-
te 44 aufgefiihrten Bedingungen iiberpriifen. Im vorliegenden Bei-
spiel sei angenommen, daf} jede potentielle Transition, die Bedin-
gung 1 geniigt, auch Bedingung 2 erfiillt. Dann ergibt sich die in
der linken Hilfte von Bild 2.24 aufgetragene Struktur. Anfangs-

tick

Bild 2.24: Moore Automat (links) und Uhr (rechts).

zustdnde sind schraffiert gezeigt; mit dem MefBsymbol y‘(il) ver-
sehene Zustiande sind als Quadrate gezeichnet, Zustdnde, die ein
y((f)—Symbol hervorbringen, als Kreise. Mit u,(il) markierte Transi-
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tionen werden mittels durchgezogener Linien charakterisiert, uf)—
Transitionen durch unterbrochene Linien. Dieselbe Konvention
gilt auch fiir die in der rechten Hilfte von Bild 2.24 gezeigte Uhr.

2.4.2.2 Die numerische Vorgehensweise

Im nachfolgend beschriebenen Spezialfall 148t sich der einzige rechentechnisch
potentiell anspruchsvolle Schritt des Abstraktionsprozesses — das Eliminieren
nicht erreichbarer Zustidnde der diskreten Approximation — auf eine nume-
risch einfache und zuverlissige Prozedur reduzieren. Dieser Fall zeichnet sich
durch folgende Eigenschaften aus:

1. Die rechte Seite der Zustands-Differenzengleichung (2.27) ist affin im
Zustand z(t;) und dem (unbekannten) Storvektor w(ty):

T(terr) = a(ya(te), wa(te))z () + g(ya(te), walte)) +
h(ya(te), wa(te))w(te); (2.42)

2. die Mefabbildung ¢, : R* — Y, lautet:

gy = QyoCy; (2.43)

Cy : R* — R? ist eine lineare Abbildung (d.h. eine reelle p x n-Matrix),
und der , Quantisierer* @, : RP — Y, unterteilt den Raum R? in endlich
viele paarweise disjunkte quaderférmige Gebilde, deren Kanten parallel
zu den Koordinatenachsen angeordnet sind.

Man sagt, (2.42) — (2.43) besitze (nichtlineare) Beobachterform: Da so-
wohl yu(tr) als auch ug(t) bekannte (gemessene) Grofen sind, kennt man
auch die Ausdriicke a(ya(tx), wa(tr)), 9(va(tr), wa(ty)) und h(ya(te), wa(ts))-

Man betrachte das zu einem Mefisymbol yg) gehdrige quaderformige Quan-
tisierungsgebiet und bezeichne die vektoriellen Ober- bzw. Untergrenzen mit
¢ und 7

79 < {¢1Qy(¢) = 9} <. 9,
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»,<e und ,, <.“ stehen hierbei fiir ,elementweise kleiner* bzw. , elementweise
kleiner oder gleich“:

—C1<§1—
(<.{ & : ,

| <& ]

—Clggl-
(<.C & :

L &< 6 |

Die Vektoren () und § kénnen 400 bzw. —oo als Elemente enthalten. Die
Losung des (Un-) Gleichungssystems (2.34) — (2.38), das sich im vorliegenden
Spezialfall fiir p = 0 ergibt, ist trivial und braucht nicht niher betrachtet zu
werden. Fiir p > 1 definiert man die Vektoren

[ gt
gp = :
L g(’ﬂ) |
g ]
yp = :
L g('/) |
g1
gpi=
9o
Wiy
Wp =
’LUJ'F
—man ,sammelt“ die , Anregungsterme* g; := g(ygﬁ)7 uffl)), e = g(y(gf")7

u,(f")) in gp und die (unbekannten) Storgréfien wj,, ... ,w;, in wp. SchlieBlich
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fiihrt man die Bezeichnungen 1, und Z, fiir den Spaltenvektor mit pr ,Einsen*
bzw. die (pr)-dimensionale Einheitsmatrix ein. Die Kette aus Mef}- und Ein-
gangssymbolen ([y‘(;”)7 e ,yd ] [ ) (kﬂ)]), 1 < p < v, ist genau dann
mit den Modellgleichungen (2.42), (2 29) und (2.43) und der Annahme (2.30)
beziiglich der Storungen kompatibel (und damit ein Element in der (mini-
malen) Zustandsmenge der diskreten Abstraktion), wenn die Lsungsmenge
[’ wh] des folgenden linearen Ungleichungssystems nichtleer ist:

Cy 0
jj(io) 0 C a‘1
) vy T
- + <e
{yp} {‘I’Pv}gp Qpw |:ij|
C Hz 1 1
(o)
Y 0
<e - + , 2.44
< [0 [(I,PU}gP (2.44)
< [0 L] P <t (2.45)
T € T wP —€ T
wobei
Cyait 0 ... 0
C, a;lal’1 Cyayt ... 0
Spy = . . ,
C H'L 1 'L e e Cya;l
hy 0 ... 0
0 hy ... O
Cpw = —Ppy | . L )
0 h,

0 (k i) (k)
a = a(y‘(i’),ug’)), hi = h(ygl’),u‘(jl’)7 I=1,...p .

[1 steht fiir ,linkes Produkt (d.h.: J[7_; a;' = a,*. ..a7'). Die Existenz
von Losungen fiir ein derartiges System von Ungleichungen kann man leicht
mit Hilfe des ,feasibility-Schritts“ eines jeden Algorithmus zur linearen Pro-
grammierung iiberpriifen.
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Falls eine Zeichenkette diesen Test nicht besteht, entspricht sie einem
nicht-erreichbaren Zustand der diskreten Abstraktion und wird deshalb eli-
miniert. Diese Prozedur wiederholt man fiir alle méglichen Kombinationen
von Eingangs- und Ausgangssymbolen. Auf diese Art und Weise entfernt
man alle nicht erreichbaren Zusténde und garantiert — da jeder Zustand per
Definition beobachtbar ist — Minimalitit der Zustandsmenge der Abstrakti-
on.

In aller Regel muf man nicht alle N, méglichen Permutationen von Ein-
gangs- und Mefisymbolen separat auf Erreichbarkeit priifen: Erweist sich
beispielsweise der Zustand ([y(z0 ,yd”)} [u(’”)}) als nicht erreichbar (nicht
mit den kontinuierlichen Modellannahmen kompatibel), so kénnen natiirlich
auch samtliche Zustéande der Form ([y\, 4{"],. 4%, W™, .. u$)
1 < p < v, nicht erreicht werden. Beginnt man die vorgestellte Prozedur
also bei ,kurzen“ Symbolketten und arbeitet sie in Richtung wachsender
Kettenléingen ab, lifit sich der numerische Aufwand betrichtlich senken.

)

Beispiel: In Bild 2.25 sieht man die schematische Darstel-
lung eines am Arbeitsbereich Regelungstechnik der Technischen
Universitdt Hamburg-Harburg aufgebauten Praktikumsversuchs.
Das kontinuierliche Modell dieses Beispielsystems stellte Dr. Ger-

Pumpe A <> <> Pumpe C
3)

A Yu
A ! e
| | A L yfz :
1 Ty T3 4 y(l)
v Y v d
I
Tank A Tank B Tank C

Bild 2.25: Beispiel: Drei-Tank-Praktikumsversuch.

wald Lichtenberg zur Verfiigung. Es entspricht den beschriebenen
(den betrachteten Spezialfall definierenden) Bedingungen. Die
Regelstrecke besteht aus drei miteinander verkoppelten Behéltern
und zwei Pumpen, die unabhéngig voneinander betrieben wer-
den konnen. Jede Pumpe kann drei symbolische Werte (,aus®,
ynormal“ oder , max®) realisieren. Jedes Symbol entspricht ei-
ner genau definierten Forderrate in den entsprechenden Tank.
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Die Zeitkonstanten des Systems liegen zwischen 15 und 250 Se-
kunden. Die Meflinformation beschrinkt sich zu jedem Abtast-
zeitpunkt auf die Aussage, dafi der Wasserspiegel in Tank C
yhoch® (ya(ty) = yff’)), ymittel* (yq(tr) = yéz)) oder , niedrig®
(ya(tr) = ydl ) sei. Die diese Bereiche trennenden Schwellwer-
te sind exakt definiert. W&hlt man das Abtastintervall zu 100
Sekunden und setzt v — die maximale Linge der betrachteten
Zeichenketten — zu 1, so erhdlt man 3 + 3 -3 -9 = 84 verschiede-
ne Kombinationen von Symbolen der Form (2.33). Nur 60 die-
ser Symbolketten erweisen sich aber als mit dem kontinuierlichen
Modell kompatibel und daher als Zustinde unserer diskreten Ap-
proximation. Ist v = 2, so erhiilt man 3+3-3-9+43-(3-9)% = 2271
verschiedene Zeichenketten, von denen sich 775 als Zustinde der
diskreten Abstraktion qualifizieren.

2.4.3 Diskrete Abstraktionen als Beobachter fiir den
kontinuierlichen Streckenzustand

Per Definition finden sich in der Zustandsmenge X, der diskreten Approxi-
mation nur solche Elemente (nur solche Ketten von Eingangs- und Mefsym-
bolen), die weder den kontinuierlichen Modellgleichungen (2.27), (2.29) noch
den beziiglich des unbekannten Storsignals w getroffenen Annahmen wider-

sprechen. Mit anderen Worten: ]) ([y(’0 U2 N (T )
ist genau dann in der diskreten Zustandsmenoe X enthalten wenn ein
z € R” sowie Vektoren w;, € R", ||w; |l < 1,1 = 1,...,p, existieren,

so daf} ein Einspeisen der Symbolkette uz(a:g)) zur Ausgabe der in yj(z (]))
enthaltenen Meflsymbole fiihrt. Dies impliziert die Existenz kontinuierlicher
Streckenzustédnde z € R”, die mit den kontinuierlichen Modellgleichungen,
dem Stérmodell, sowie den Ketten von Eingangs- und Mefisymbolen kom-
patibel sind. Die (nichtleere) Menge solcher Zustinde bezeichnen wir mit
X(z (])) j=1,...,N,. Sie liit sich offensichtlich als mengenwertige, auf
der Symbolkette 93‘(1] basierende Zustandsschitzung der unterlagerten kon-
tinuierlichen Streckenkomponente interpretieren. Eine explizite Berechnung
von X(xg)) erfolgt durch Projektion der Lésungsmenge [z', wj,, ... ,wj ' von
(2.34) — (2.38) auf ihre ersten n Komponenten. Fiir den in Abschnitt 2.4.2.2
beschriebenen (numerisch besonders einfachen) Spezialfall erhilt man Poly-
eder im R” fiir die Schitzmengen X(x,(ij)).
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Wollen wir die diskrete Abstraktion als Beobachter fiir den kontinuierli-
chen Anlagenteil verwenden, so miissen wir beide Systeme parallel betreiben
(Bild 2.26): Der kontinuierlichen Komponente wird eine Sequenz von Ein-
gangssymbolen zugefiihrt, sie antwortet mit einer Kette von Meflsymbolen.
Sowohl wu,4(tx) als auch y,(tx) dienen als Eingang fiir die diskrete Abstrakti-
on. Thr momentaner Zustand z4(t) € X4 wird durch diese Signale eindeutig
bestimmt. Damit liegt natiirlich auch die Menge X (z4(tx)) — die Schéitzung
des kontinuierlichen Zustands z(tz) — fest.

tr
Kontinuierliche L ?,Jd,(,l",) -> Diskrete zq(tr)
Streckenkomponente A Lo
n roximation
z(ty) €R - — - pp X(za(ts))
|
|
|
wa(tr)

Bild 2.26: Diskrete Abstraktion als Beobachter des kontinuierlichen Anlagenteils.

Offensichtlich gilt
Ny _
Ux@Ey)=r"
j=1

und — in aller Regel —
X(@))n X (@) #0.

Die Mengen X (x‘(i] )) dberdecken also den kontinuierlichen Zustandsraum an-
statt ihn zu partitionieren.

In dieser Sichtweise it sich auch der der diskreten Approximation in-
newohnende Nichtdeterminismus leicht erkldren: Gébe es keine unbekannten
Stérungen, so wiirde ein (bekannter) Eingriff uy(¢;) den Zustand des unter-
lagerten kontinuierlichen Systems aus dem Punkt z(t;) € R™ auf eindeutige
Weise in einen Folgezustand x(tx1) tiberfithren. Ein Zustand z4(t) = z,(;)
der diskreten Abstraktion entspricht hingegen einer Menge X (a:f;)) C R

Ein Eingriff ws(ty) = ufij) bildet diese Menge in eine andere Menge ab.
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Nur unter sehr strengen (und praktisch nie erfiillten) Voraussetzungen® ist
gewdhrleistet, daf} die ,,Folgemenge® ganz in einem einzigen Quantisierungs-
gebiet {z € R"|¢q,(z) = ydz)} liegt. Ist dies nicht der Fall, so kann das im
nichsten Abtastzeitpunkt auftretende Mefisymbol nicht eindeutig vorherge-
sagt werden — damit ld8t sich auch der diskrete Folgezustand nicht mehr
eindeutig prédizieren, so daf} sich notwendigerweise eine nichtdeterministi-
sche Transitionsstruktur der diskreten Approximation ergibt. Das Auftreten
unbekannter Storungen im kontinuierlichen , Basismodell“ fiihrt lediglich zu
einer , Verstarkung® des Nichtdeterminismus.

In diesem Zusammenhang ist auch leicht ersichtlich, wie die ,Gréfe der
Mengen X (a:fi] )) mit dem in Abschnitt 2.2 eingefiihrten Begriff der Modell-
genauigkeit zusammenhéngt: Je grofier X (a:fi] )), desto grofler die durch einen
Eingriff uq(ty) = u,(j ) erzeugte Folgemenge, desto zahlreicher die von dieser
geschnittenen Quantisierungsgebiete {z € R*|q,(z) = y((;)}. Grofie X (x,(ij))
fiithren also zu mehr moglichen Mefisymbolen in den folgenden Abtastschrit-
ten, damit zu einem , Aufblihen“ des Modellverhaltens und deshalb zu einer
weniger genauen diskreten Abstraktion. Offensichtlich nimmt die Gréfle der
Menge X (93‘(1] )) nie zu (und in aller Regel sogar ab), wenn die mit 93‘(1] ) assoziier-
te Kette von Eingangs- und Meflsymbolen sich weiter in die Vergangenheit
erstreckt. Dies folgt unmittelbar aus der ,Dreiecksstruktur von (2.34) -
(2.38). Ein Vergrofern von v — der maximalen Linge von Symbolketten —
ist deshalb gleichbedeutend mit dem Erzeugen einer , mindestens so feinen“
(in aller Regel feineren) Granularitit der Uberdeckung von R"; v kann als
Entwurfsparameter interpretiert werden, den man zu einer Verbesserung der
Genauigkeit der diskreten Approximation heranziehen kann. Dies bedeu-
tet natiirlich auch eine Erhéhung der Anzahl der Zustinde und damit der
Komplexitiit der diskreten Abstraktion.

Beispiel: Anhand des bereits eingefiihrten Drei-Tank-Prakti-
kumsversuchs soll auch illustriert werden, in welchem Mafle sich
die (mengenwertigen) Zustandsschitzungen X (zfj)) prézisieren,
wenn man die Zusténde z,(j ) der diskreten Abstraktion durch Hin-
zunahme nur jeweils eines zuriickliegenden Stell- und Mefisymbols

5Notwendige und hinreichende Bedingungen fiir v = 0 findet man im Falle autonomer,
linearer und zeitinvarianter Systeme (z(¢x41) = Az(ty), y(tx) = z(¢r)) in [21]. Sie impli-
zieren (bis auf Permutationen von Zeilen und Spalten) Diagonalgestalt der Matrix A sowie
weitere Einschrinkungen beziiglich der Eigenwerte von A.
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erweitert. Bild 2.27 und 2.28 zeigen Beispiele fiir die Fille v = 0
und v = 1 (man beachte die unterschiedliche Skalierung der Ach-
sen).

Bild 2.27: Menge kontinuierlicher Systemzusténde, die mit dem Mef-

symbol y” kompatibel sind.

@ 02 04

Bild 2.28: Menge kontinuierlicher Systemzustinde, die mit der Ge-
schichte ([y‘(f)7 y((f)]7 Pumpe A und C “normal” ) kompatibel sind.

2.4.4 Automaten mit MefB3- und Ausgangssymbolen

Bisher betrachteten wir einen Moore Automaten, der in jedem Zustand ein
Mefisymbol ausgibt. Das zu approximierende kontinuierliche System be-
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sitzt aber zusitzlich eine externe Ausgangsgrofie z; mit Wertebereich Zg,
die zur Formulierung regelungstechnischer Anforderungen benutzt wird. Soll
die diskrete Abstraktion ,Automat“ anstelle des unterlagerten kontinuierli-
chen Systems als Grundlage fiir den Reglerentwurf dienen, so mufl man den
Zusténden des Automaten auch Ausgangssymbole z4 € Z; zuordnen. Dies
1aBt sich konzeptionell sehr einfach durchfiihren: Jeder Automaten- Zustand
97‘(1) entspricht — wie im letzten Abschnitt ausgefiihrt — einer Telhnenge X( )
des R™. Der Zustand a: ) wird mit einem Ausgangssymbol zd versehen,
wenn X( ) das Gebiet {¢ € R" | z]) = ¢.(¢)} schneidet. Man beachte,
daff X (a:f;)) verschiedene solche , z4-Zellen“ schneiden kann; einem Automa-
tenzustand z,(;) konnen deswegen mehrere Ausgangssymbole zugeordnet sein.
Die diskrete Abstraktion des kontinuierlichen Streckenanteils besitzt also ei-
ne MefBabbildung von ihrer Zustandsmenge X, auf Y, — fiir jeden Zustand
existiert genau ein Mefsymbol — und eine Ausgangsfunktion von X, in 2%
(die Potenzmenge von Z;, d.h. die Menge aller Teilmengen von z4).

Numerisch geht man folgendermaflen vor: Um zu entscheiden, ob ein
bestimmter diskreter Zustand mit einem Ausgangssymbol z,(j ) versehen wer-
den muf, fiigt man einfach dem (Un-)Gleichungssystem (2.34) — (2.38) eine
weitere Gleichung hinzu:

2 = q.(a). (2.46)

Wenn eine Kette von Eingangs- und Mefisymbolen den 77ZuO'ehi)'rit)‘keitstest“
zur Menge X4 bestanden hat (wenn also eine nichtleere Losungsmenge [z, v, ,

wy | fiir (2.34) — (2.38) existiert), priift man nach, ob auch das erweiter-
te (Un-)Gleichungssystem eine Losung besitzt. Ist dies der Fall, ordnet man
das Ausgangssymbol zgj ) dem der untersuchten Zeichenkette entsprechenden
diskreten Zustand zu.

2.4.5 Eine vollstindig geordnete Menge diskreter Ab-
straktionen des kontinuierlichen Streckenanteils

In diesem Abschnitt zeigen wir formal, dal man fiir jede nichtnegative gan-
ze Zahl v eine diskrete Abstraktion des kontinuierlichen Modells M erhilt,
die der Reduktionsbedingung (2.10) geniigt. Dariiberhinaus wird ein weite-
rer (bereits angesprochener und intuitiv einleuchtender) Sachverhalt bewie-
sen: Die Genauigkeit der diskreten Abstraktion wichst, wenn der Entwurfs-
Parameter v vergrofert wird — das kontinuierliche Basissystem (2.27) - (2.29)
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und die Familie diskreter Abstraktionen A,, die man durch Variation des
(nichtnegativen) ganzzahligen Parameters v erhilt, bilden hinsichtlich ihrer
Genauigkeit eine vollstindig geordnete Menge. B(M) C (Uy X Yy X Zg)T
und B(A,;) C (Uy x Yq x Zg)T bezeichnen das Verhalten von kontinuierli-
chem Modell M und Abstraktion A,,. Dann gilt der in Bild 2.29 illustrierte
Satz 2.1:

Satz 2.1 (Vollstindige Ordnung — kontinuierliches Basissystem) Das

kontinuierliche Basismodell und seine Abstraktionen A,, v =0,1,..., bilden

eine vollstindig geordnete Menge beziiglich der Eigenschaft ,Genauigkeit”:
B(M) C B(A,) € B(Ay;); vi,v; =0,1,...5 v; > vj. (2.47)

i

Diskrete . B(Aq)
Abstraktion Ag

N

mindestens so genau wie T

Diskrete
Abstraktion A;

9I
&=
Es

mindestens so genau wie

Diskrete
Abstraktion A, B(A,)

mindestens so genau wie

N

N

Kontinuierliches
Modell M B(a)

Bild 2.29: Das kontinuierliche , Basissystem® M und seine diskreten Abstraktio-
nen A, bilden eine vollstéindig geordnete Menge.
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Beweis: Der Beweis erfolgt durch Induktion. Hierzu fithren wir
folgende Notation ein:

Tk = {to, ce ,t}c},
Teyt

{tk+17t’c+2u s 7}7

Uk = {fITkA)Uvd><yrd><Zd}7
Uk+ = *{‘]cir]rk,_#—)UvdXYdXZd}7
Bk(M) = {bk € Uy | ku+ € Uk+ so dafl [b/C7 bk+] € B(M)} N

Bk(Av) = {bk e Uy | ku+ € Uk+ so dafl [b/C7 bk+] € B(Av)} .
1. Der Induktionsanfang
Bo(M) Q Bo(Aq, ) Q BO(A'U])’ Vi, V5 = O, 17 “e (248)

i

(% 2 vy,

ist trivial: Da keine Einschridnkungen beziiglich des An-
fangszustands des kontinuierlichen Modells M vorliegen, kann
M zum Zeitpunkt ¢ jedes Mefisymbol aus Y; und jedes Aus-
gangssymbol aus Z; generieren. Die Menge der Anfangs-
zusténde aller diskreten Abstraktionen A, 4,, stimmt mit
Yy iiberein (s. Abschnitt 2.4.2), so daf§ jede dieser Abstrak-
tionen jedes Element aus Y, als Mefiwert zum Zeitpunkt ¢,
hervorbringen kann. Da die ,y4-Zellen“ den gesamten R™
iiberdecken, kann jede Abstraktion zum Zeitpunkt ¢y auch
jedes Ausgangssymbol produzieren. Schliefilich stellt u, das
Eingangssignal sowohl fiir M als auch fiir die Abstraktionen
A,; und A, dar; deswegen konnen alle Elemente ugk) € Ug
als Eingangssymbol zum Zeitpunkt ¢y auftreten. Es gilt also
Bo(M) = Bo(Ay;) = Bo(A,;) und damit (2.48).

2. Nun setzen wir die Giiltigkeit von

Bi_1(M) C Br_1(Ay,) C Be-1(Av;),  wi,v;=0,1,...,
v > Vj,

voraus und beweisen, daf hieraus B,(M) C Bi(A.,) C Bi(A,,)
folgt: Wir wiihlen ein beliebiges Element b1 € Bj_1(M);
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jetzt mufl gezeigt werden, dafl fiir jede mogliche , Fortset-
zung® (ua(tr), ya(ts), za(te)) € (Ua X Ya X Za)

[br—1, (wa(tr), ya(tr), za(tr))] € Be(M)
= [br-1, (ua(ts), ya(ts), za(te))] € Br(Ay) (2.49)

und, fiir v; > vj,

(b1, (wa(tr), ya(tr), za(tr))] € Br(Ay,)
= [br_1, (ua(tr), ya(te), za(te))] € Be(Ay;) (2.50)

gilt. Definitionsgeméif kann auf kontinuierliches Modell und
alle betrachteten Abstraktionen dasselbe Eingangssignal u,
angewandt werden: das Anfiigen eines beliebigen Symbols
uq(ty) € Uq an by_; gefihrdet deswegen keine der beiden
Implikationen (2.49), (2.50). Ihre Giiltigkeit muf lediglich
im Hinblick auf Erweiterungen durch Mefi und Ausgangs-
symbole gezeigt werden. Kiirzen wir f=(z, w, ug(t;)) durch

[ (z, w) ab, so besagt die linke Seite von (2.50), daB

za(ty) = ¢.(z
va(ty) = gqy(2)

valtier) = gy (Fhi(@ we)
yd(tmaX(k*vrl,O)) = Qy (-f;;x(k—m—l,o) cee (fl:—ll (."E, wk—1)7 cee
L) wmax(k—vi—l,o)))
unter der Nebenbedingung
wllw <1, ! =max(k—v;—1,0)...k—1,

eine Losung fiir [2/,w)_y, ..., Whaynv;—1,0)] Desitzt. Die
rechte Seite von (2.50) ist gleichbedeutend mit der Losbar-
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keit von

2a(ty) = ¢.(2)
va(te) = gqy(z)
Ya(te-1) = gy fl:—l(szk—l))

Ya(tmax(k—v;-10) = @y ~;;x(k—vj—1,0) e (f;—ll(zv Wh—1); - -+

) wmax(k—v]—l,o)))
unter der Nebenbedingung

|lwlleo <1, = max(k—v;—1,0)...k—1.

Da v; > v; (und daher max(k—v;—1,0) < max(k—v;—1,0)),
unterscheidet sich das zweite der beiden (Un-)Gleichungssy-
steme vom ersten nur durch das Weglassen von Gleichungen
und Nebenbedingungen. Deshalb folgt sofort: Kann eine
Losung fiir das erste (Un-)Gleichungssystem gefunden wer-
den (gilt die linke Seite von (2.50)), so existiert auch eine
Losung fiir das zweite (d.h. die rechte Seite von (2.50) gilt).
Auf genau dieselbe Art und Weise zeigt man die Giiltigkeit
von (2.49). Man mu$ sich lediglich vergegenwirtigen, daf§
die linke Seite von (2.49) Losbarkeit von

Zd(tk) = QZ(x)
vilts) = 4,(@)
valtier) = a, (Fh(@,we))

yalte) = gy (f(;l e (fkill(kaq), .- ,wo))
unter der Nebenbedingung
[wlle <1, 1=0,...k -1,

bedeutet. Wegen 0 < max(k — v; — 1,0) impliziert dies die
Existenz von Losungen fiir die beiden vorstehenden (Un-)-
Gleichungssysteme. |
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2.4.6 Eine vollstandig geordnete Menge diskreter Ab-
straktionen der hybriden Regelstrecke

Bisher betrachteten wir nur den kontinuierlichen Anteil der Regelstrecke und
leiteten fiir diesen eine vollstindig geordnete Menge diskreter Abstraktio-
nen her. Nun zeigen wir, daf durch , Verschalten® dieser Abstraktionen mit
dem Modell D (Gln. (2.31),(2.32)) der diskreten Streckenkomponente eben-
falls eine vollstindig geordnete Menge von (diskreten) Abstraktionen fiir die
gesamte (hybride) Strecke entsteht. Das aus den Komponenten D und M
zusammengesetzte (hybride) ,Basismodell“ der Regelstrecke bezeichnen wir
mit DM; die aus D und den Approximationen A,, v = 0,1,..., gebilde-
ten diskreten Abstraktionen von DM nennen wir DA,. Wir betrachten das
Verhalten von hybridem Basismodell und seinen Abstraktionen DA, auf der
Grundmenge

@IZ(UdXZdXYdXﬁd)TI

g € U fungiert als StellgréBe der hybriden Regelstrecke, die externe Aus-
gangsgrofle z4 € Z4 wurde zur Formulierung von Entwurfsanforderungen ein-
gefiihrt — beide miissen also im Verhalten der Streckenmodelle in Erscheinung
treten. Die Signale uq € Uy und y4 € Yy wurden als meflbar vorausgesetzt
— sie konnen also dem zu entwerfenden Regler zugefithrt werden und sollten
deshalb ebenfalls Bestandteil der Modellverhalten sein. Es gilt:

Satz 2.2 (Vollstindige Ordnung — hybrides Basismodell) Das hybri-
de Basismodell DM und seine Abstraktionen DA,, v =10,1,..., bilden eine
vollstandig geordnete Menge beziiglich der Figenschaft ,Genauigkeit”:

B(DM) Q B(DAM) Q B(DA,,J), Vi, V5 = 07 17 PR Z Vj. (251)

Aus der Perspektive der in Abschnitt 2.2 skizzierten ,behaviouristischen
Systemtheorie leuchtet Satz 2.2 unmittelbar ein. Auch ein formaler Beweis
148t sich mit ihrere Hilfe leicht fiihren:

Beweis:  Zunichst sorgt man durch Anwendung des in Ab-
schnitt 2.2.3 eingefiihrten inversen Projektionsoperators dafiir,
daf die Verhalten aller beteiligten Systeme auf der Grundmenge

U angesiedelt sind. Das Verhalten von hybridem Basissystem und
seiner diskreten Abstraktionen erhdlt man dann durch einfache
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Diskrete B(DAy)
Abstraktion DAg

N

mindestens so genau wie T

Diskrete
Abstraktion DA,

9I
=
S
>

mindestens so genau wie c

Diskrete ‘
Abstraktion DA, B(DA,)

mindestens so genau wie Cc

Hybrides
Modell DM B(DM)

Bild 2.30: Das hybride ,Basissystem“ DM und seine diskreten Abstraktionen
DA, bilden eine vollstindig geordnete Menge.
Schnittmengenbildung:

B(DM) = Proj;! (B(M)) N Proj;; (B(D)), (2.52)
B(DA,) = Projgdl(B(Ay))ﬂPron(B(D)). (2.53)

Méchte man das Verhalten der beteiligten Systeme nur auf der
Menge (Uy x Z4)T betrachten, so schlieBt man noch eine Projekti-

on auf Uyx Zy an. Aus Satz 2.1 folgt unmittelbar Projlfjd1 (B(M)) C
Projlflj (B(A,,)) C Projgj (B(A,,)), vi > v;. Diese Ordnung ist
invariant beziiglich Schnittmengenbildung mit Pro j}dl (B(D)) und
einer sich eventuell anschlieenden Projektion.

An dieser Stelle scheint ein vorliufiges Fazit angebracht: Wir haben ge-
zeigt, wie man eine vollstindig geordnete Menge diskreter Abstraktionen fiir
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ein kontinuierliches oder hybrides Streckenmodell bestimmt. Die Ordnung
innerhalb dieser Klasse von Abstraktionen wurde iiber die Teilmengenbezie-
hung ,,C“ besziiglich ihrer Verhalten eingefiihrt (Satz 2.1 und 2.2). Deshalb
erfiillen alle Abstraktionen des kontinuierlichen bzw. hybriden Basismodells
die Reduktionsbedingung (2.10). Wir kdnnen also an die in Abschnitt 2.2.5
angestellten Uberlegungen ankniipfen und den gesuchten diskreten Regler
auf der Grundlage eines reduzierten Modells (einer der abgeleiteten Abstrak-
tionen) entwerfen. Erfiillt ein solcher Regler die geforderten Spezifikationen
fiir das betrachtete reduzierte Modell, so erzwingt er deren Einhaltung auch,
wenn er mit dem Basissystem verschaltet wird. Wir miissen lediglich gewé&hr-
leisten, daf} eine solche Verschaltung auch tatséchlich durchgefithrt werden
kann — die Schnittmenge zwischen Reglerverhalten und Streckenverhalten
muf nichtleer sein. Wie in Abschnitt 2.2.3 ausgefiihrt, lassen sich zeitge-
triebene Systeme nur in absoluten Ausnahmefillen nicht verschalten — diese
Bedingung konnen wir also in aller Regel als erfiillt ansehen.

Bevor wir nun zum zweiten Schritt der in diesem Kapitel beschriebenen
Vorgehensweise — dem Entwurf diskreter Regler — kommen, bleibt aber noch
eine Frage zu beantworten: Welche der abgeleiteten Abstraktionen soll fiir
den Reglerentwurf herangezogen werden? Die Antwort liegt auf der Hand:
Je grober die Abstraktion, desto weniger Zustinde werden zur Beschreibung
ihres Verhaltens benotigt. Dies impliziert — wie im néchsten Abschnitt aus-
gefiihrt — ein Weniger an Entwurfsaufwand und an Reglerkomplexitdt. Wird
andererseits als Entwurfsgrundlage ein ,,zu grobes“ Modell herangezogen (ei-
ne Approximation DA, mit ,zu grofem® Verhalten B(DA,)), so existiert
kein Regler, der fiir dieses Modell noch die Einhaltung der Spezifikationen
garantieren kann — die diskrete Regelungsaufgabe besitzt keine Losung. Idea-
ler Ausgangspunkt fiir die Bestimmung einer Riickfithrung ist deshalb das
grobste (d.h. ungenaueste) Modell, mit dem sich die Spezifikationen noch
erfiillen lassen.

2.5 Reglerentwurf fiir nichtdeterministische
diskrete Systeme
Der hier beschriebene Ansatz zum Entwurf diskreter Riickfiihrungen stellt

eine Variante einer vom Verfasser und von Siu O’Young vorgeschlagenen
Synthese-Methode dar [33]. Diese basiert wiederum auf den wegweisenden
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Arbeiten von W. M. Wonham und P. J. Ramadge, sowie auf deren Erweite-
rung auf zeitbehaftete ereignisdiskrete Systeme in [6]. Die gewiihlte Vorge-
hensweise ist auf die im Abstraktionsprozefi gewonnenen diskreten Modelle
zugeschnitten: Sie beriicksichtigt Nichtdeterminismus und ,zeitgetriebenen*
Charakter der (diskreten) Streckenapproximation.

Ziel des Entwurfsvorgangs ist eine geeignete Einschrinkung des Strecken-
verhaltens durch den Regler. Das Verhalten eines Systems besteht aber aus
einer Menge von i.a. unendlich vielen Trajektorien — es kann daher als an-
schauliches Hilfsmittel zur Formulierung von Entwurfsanforderungen dienen,
nicht aber als Werkzeug fiir den eigentlichen Entwurfsvorgang. Dieser muf}
anhand einer ,kompakten“ Représentation des Verhaltens — einer ,, Zustands-
darstellung“ durchgefiihrt werden. Hier zeigt sich eine Parallele zu modernen
Entwurfsverfahren der kontinuierlichen Regelungstheorie: Auch dort werden
Spezifikationen oft mit Hilfe von Ein-/ Ausgangsdarstellungen formuliert, die
eigentliche Berechnung eines geeigneten Reglers erfolgt aber mittels (mini-
maler) Zustandsmodelle.

2.5.1 Regelungstechnische Ziele

Als erstes und wichtigstes Ziel ist natiirlich die Erfiillung der Spezifikationen
zu nennen — der Regler R muf} das ,freie* Verhalten des Streckenmodells
DA, soweit einschriinken, daf§ das Verhalten des aus Modell und Regler be-
stehenden Kreises in einer spezifizierten Trajektorienmenge Bip.. enthalten
ist. Modelle der hybriden Regelstrecke (sowohl das Basismodell als auch seine
diskreten Abstraktionen) ,leben“ auf der Grundmenge (U, x Uy X Yy X Z4)T.
Die Variable a4 € Ud dient als Eingriffsmoglichkeit in die Strecke, z4 € Z, ist
eine zur Formulierung von Entwurfszielen eingefiihrte Grofle. uy € Uy und
ya € Yy — die ,,Verkopplungssignale“ zwischen kontinuierlicher und diskreter
Streckenkomponente — wurden als mefibar vorausgesetzt und kénnen deswe-
gen als dem Regler zugefiihrte Information genutzt werden. Wir fassen sie
im folgenden zu einer diskretwertigen Variable zusammen:

17,1 = (ud, yd) c Yh’rd =Uy x Yy.
Demgegeniiber kann man i.a. nicht von Mefibarkeit der Grofle z; ausgehen.

Dem Regler steht unter Umstédnden noch eine weitere — beispielsweise als
(diskrete) Fiihrungsgrofe zu deutende — Variable ry € R, zur Verfiigung; fiir
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das Reglerverhalten B(R) gilt dann (Bild 2.31):

B(R) C (Ud X Ug XYy XRd)T.
———

Yy

Zur Formulierung der Spezifikationen geniigen in aller Regel die ,dufleren

-
Diskretes
T Strecken-
i modell DA,
T
I 1Ug
I I
I I
[
|
1, ___->| Regler R

Bild 2.31: Diskreter Regelkreis.

Variablen z; und r4, so daf} sich

Bspez C (Zd X Rd)T

ergibt. Die zentrale Forderung an den Regler R lautet also:

B(Regelkreis)

bzw.

= Projg! (B(DA,)) N Proj; (B(R))

!
C Projlfjdlxl-/d (Bspez)

Projy, « g, (B(Regelkreis))
= Projgz,«g, (Projfgi (B(DA,)) N Projgd1 (B(R)))

g Bspez-

(2.54)

(2.55)

(2.56)

(2.57)
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Unerléfiliche Nebenbedingung bleibt natiirlich, daf§ B(Regelkreis) # () — Reg-
ler und diskretes Streckenmodell lassen sich tatséchlich verschalten. Es ist
leicht ersichtlich, daB diese Forderungen weder den geschlossenen Kreis noch
das Reglerverhalten eindeutig festlegen — (2.55) wird i.a. durch verschiede-
ne B(R;), 1 =1,2,..., erfiillt (Bild 2.32). Ramadge und Wonham schlagen

o=il
Projg (B(DA,)) P10y, g, (Beve)

_Proi ! (B(Ry))

~ S
\ .

\ i
,l/’

“ Proj; (B(R»))

ﬁdxf/deded

Bild 2.32: Verschiedene Regler erzwingen die Einhaltung der Spezifikationen.

in [37, 47, 38] deshalb vor, den vorhandenen Freiheitsgrad zu nutzen, um
einen minimal restriktiven — die Einhaltung der Spezifikationen noch garan-
tierenden — Regler zu finden. Ein solcher Regler wird — anders als sein Pen-
dant in der klassischen Regelungstechnik — nicht zu jedem Abtastzeitpunkt
einen Wert der Stellgrofie auswdhlen, sondern nur diejenigen Stellsymbo-
le ausschliefen, die zu einer Verletzung der Spezifikationen fithren kénnen.
Man spricht manchmal auch von einer passiven Regelung, weil lediglich ver-
hindernd (passiv), nicht aber erzwingend (aktiv) in die Strecke eingegriffen
wird. Dieser als ,supervisory control“ bezeichnete Ansatz 1afit sich durch
folgende Uberlegung motivieren: Die in diesem Kapitel beschriebene Vor-
gehensweise — das Ersetzen kontinuierlicher bzw. hybrider Streckenmodelle
durch diskrete Abstraktionen und eine hierauf basierende diskrete Regelung
— wird in der Praxis fast immer in {ibergeordneten Ebenen einer Hierarchie
zum Einsatz kommen. Die Umsetzung der Entscheidungen dieser Ebenen
iibernehmen unterlagerte Regelalgorithmen — diesen wird durch die gewéhlte
minimal restriktive Philosophie maximale Freiheit bei der Umsetzung ihrer
Aufgabe zugestanden.

Das im Sinne minimaler Restriktivitdt ideale Regelkreisverhalten wére
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offensichtlich
Bia(Regelkreis) = Proj}}i (B(DA,)) N Projgjxf,d (Bspe:) - (2.58)

Dieses ideale Verhalten 148t sich i.a. aber nicht verwirklichen, weil die notwen-
digen Eingriffsmoglichkeiten in die Strecke fehlen. Man muf} sich deswegen
mit dem groffiten mit den zur Verfiigung stehenden Stelleingriffen erreich-
baren Verhalten B' C B;s(Regelkreis) begniigen (Bild 2.33). Man spricht
in diesem Zusammenhang auch von der mazimalen kontrollierbaren Teil-
menge von B;;(Regelkreis). Anhand von Bild 2.33 wird auch unmittelbar

Projz;(B(DA,)) Proj;! o (Bupe:)

def/deded

Bild 2.33: Maximales kontrollierbares Verhalten.

klar, dafl B' gleichzeitig das Verhalten des gesuchten (realisierbaren) Reglers
verkorpert. Genauer: Das Reglerverhalten erhélt man durch Projektion von
BT auf Ud X Yd X R4. Dem Problem der Bestimmung von B" werden wir uns in
Abschnitt 2.5.3 zuwenden. Zuvor miissen wir uns allerdings einige einfache
Werkzeuge zur Berechnung und Realisierung von Reglern zurechtlegen.

2.5.2 Automaten

Berechnung und Realisierung des Reglers werden mit Hilfe kompakter, end-
licher Darstellungen von abstrahiertem Streckenmodell und Spezifikationen
durchgefiihrt. Die diskrete Approximation des kontinuierlichen Streckenan-
teils liegt bereits in einer solchen Form — als getakteter nichtdeterministischer
endlicher Moore-Automat — vor. Aus rechentechnischen Griinden benut-
zen wir im folgenden eine leicht abgewandelte, aber dquivalente Darstellung:
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Nichtdeterministische endliche Automaten ohne Ausgabe. Zunéchst fiihren
wir eine formale Definition solcher Automaten ein. Dann betrachten wir das
synchrone Produkt zweier Automaten; mit dieser Verkniipfungsoperation 1dft
sich die diskrete Approximation der kontinuierlichen Streckenkomponente —
besagter getakteter Moore-Automat — in einen Automaten ohne Ausgang
transformieren. Das synchrone Produkt wird sich auerdem als das gesuchte
Werkzeug zur rechnerischen Durchfithrung der Schnittmengenbildung zweier
Verhalten erweisen. Mit seiner Hilfe kann man also die Operationen (2.53)
und (2.58) durchfiihren und sich aus den Automatenmodellen von kontinu-
ierlicher Streckenkomponente, diskretem Streckenanteil und Spezifikation ein
Automatenmodell fiir das ideale Regelkreisverhalten beschaffen. Aus diesem
,16st“ man dann in einem sich anschlieenden zweiten Schritt einen realisier-
baren Regler heraus.

2.5.2.1 Nichtdeterministische endliche Automaten ohne Ausgabe

Ein nichtdeterministischer endlicher Automat besteht aus einer endlichen
Zahl von Zustdnden und einer ,Schaltregel“, die angibt, in welche Folge-
zustdnde aus einem gegebenen Zustand {ibergegangen werden kann, wenn ein
bestimmtes Ereignis auftritt. Formal 148t sich ein solcher Automat als Tupel
(Q,X,e,Qo) beschreiben — ) steht fiir die Menge der Automatenzustinde,
Y fiir die Menge der auftretenden Ereignisse (auch Transitionssymbole oder
Transitionsmarken genannt), Qo C @ bezeichnet die Menge moglicher An-
fangszustinde, und e : Q@ x ¥ — 29 stellt die Ubergangsfunktion (,,Schalt-
regel“) dar. e ist eine partielle Funktion: Nicht in allen Zustinden muf} das
Auftreten aller Ereignisse erlaubt sein. Man beachte, daff die Funktion e
in die mit 29 bezeichnete Potenzmenge (die Menge aller Teilmengen) von
@ abbildet’ — einem Zustands/Ereignis-Paar konnen so mehrere méogliche
Folgezustinde zugewiesen werden.

Eine (beziiglich des Schreibaufwands) etwas dkonomischere Darstellung
ist die Transitionstabelle: Man listet alle méglichen Zustandsiibergénge in
der Form ¢, > ¢, bzw. (qu,0,¢.) auf. ¢, bezeichnet den Ausgangs-, ¢.
den Endzustand der Transition, o das Transitionssymbol. Die Menge aller
Transitionen nennt man A. Zusitzlich mufl man die Menge Qo der mdoglichen
Anfangszustinde angeben. Durch das Paar (A, Qq) wird der betrachtete
Automat eindeutig charakterisiert.

SGenausogut hitte man e als Relation auf @ definieren konnen.
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Man beachte, dafl wir bei dieser Klasse endlicher Zustandsmaschinen kei-
nen von auflen vorgegebenen Takt voraussetzen.

Beispiel: Man betrachte den in Bild 2.34 dargestellten Au-
tomaten mit drei Zustdnden und den Transitionssymbolen ¥ =
{01,09,03, }. Zustinde sind durch Kreise gekennzeichnet, Ereig-

g2
[¢] 02
N:;
Q 0-3
g1
g1
—= 0

Bild 2.34: Beispiel eines einfachen Automaten.

nisse (Transitionen) durch Pfeile zwischen den Zustinden. Der
(in diesem Beispiel einzig maogliche) Anfangszustand wird durch
einen von auflen in den Automaten weisenden Pfeil kenntlich ge-
macht. Man erhélt also:

A = {(QhUhqz)a(Q1701,43)7(42,027q3)a(Q3703,43)}7

QO = {Q1} .
Offensichtlich kann der gezeigte Automat nur zwei verschiedene
Folgen von Transitionssymbolen produzieren: oj020303... und
01030303 ....

2.5.2.2 Synchrones Produkt zweier Automaten

Das synchrone Produkt” ist eine , Rechenvorschrift“ zur Verkniipfung zweier
Automaten: Gegeben seien zwei Automaten

AUtl = (QluEhevalO)v
Autz (Q27E27827Q20)'

7Oft spricht man auch von paralleler oder synchroner Komposition.
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Das synchrone Produkt Aut,||Aut; beider Automaten ist wiederum ein Au-
tomat

A’U,tluAUtz = (Ql X Qz, YU 22787Q10 X an) (259)

mit Ubergangsfunktion
(e1(q1,0),ea(ge,0)) fallso € ¥y N Xy und sowohl ey (g, o)

als auch es(go, o) definiert sind,

e((q1, ), 0) = (e1(q1,0),¢2) fallso € £y — ¥y und e1(q1, o) definiert ist,

(q1,€2(qa,0)) falls o € Xy — ¥ und ey(ga, o) definiert ist,

undefiniert sonst.

Anschaulich gesprochen bedeutet dies, dal den Automaten Aut; und Auts
keine Beschrdnkungen hinsichtlich Ereignissen auferlegt wird, die im Ver-
halten des jeweils anderen Automaten keine Rolle spielen. Ereignisse, die
sowohl in ¥; als auch in ¥, enthalten sind, kénnen dagegen nur auftreten,
wenn beide Automaten sich auf ihre Ausfiihrung , einigen“S.

Beispiel: Zur Verdeutlichung der synchronen Produktbildung
betrachten wir ein einfaches Beispiel: Die zu den Automaten
Auty und Auts gehdrigen Mengen von Transitionssymbolen seien
Yy = {04, 04,0.,04} und ¥y = {04, 04}. Thr Ubergangsverhalten
ist in Bild 2.35 gezeigt, das synchrone Produkt beider Automa-
ten in Bild 2.36. Uber die Ereigniskette o4050, gelangt man zu
einem Zustand des synchronen Produkts, den man nicht wieder
verlassen kann. Der Zustand in der rechten unteren Ecke von
Bild 2.36 kann vom Anfangszustand aus nie erreicht werden und
ist deshalb nicht Teil einer (schraffiert gezeichneten) Minimal-
realisierung. Wir vereinbaren, bei der Bildung des synchronen
Produkts in Zukunft alle nicht erreichbaren Zustdnde und von
ihnen ausgehenden Transitionen wegzulassen.

8Zwei wichtige Sonderfille ergeben sich fiir ¥; = £o und $; N Xy = §. Im ersten Fall
konnen simtliche Transitionen nur von beiden Automaten gemeinsam ausgefiihrt werden
— man spricht vom wvollstindig synchronen Produkt. Im zweiten Fall arbeiten beide Au-
tomaten unabhéngig voneinander — im angelséchsischen Raum spricht man vom shuffle
product.
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Auty Auts

i%@
S

Bild 2.35: Automaten Aut; und Auts.

Autq||Auty
o o
o T Td O
o o
Tp T Tl"b
0 Ta o
(o]
Oaq
——=0 o

Bild 2.36: Synchrones Produkt Aut;||Auts.
2.5.2.3 Moore-Automaten, Automaten ohne Ausgabe und tick-
Automaten

In Abschnitt 2.4 leiteten wir diskrete Abstraktionen des kontinuierlichen
Streckenanteils in Form getakteter nichtdeterministischer endlicher Moore-
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Automaten her. Formal a8t sich ein solcher Automat als Tupel {Xg4, Uy, fa,
Xao, Ya, Z4, qay, ga- } beschreiben: X, ist die Menge der Automatenzustiinde,
U,; die Menge der Eingangs- oder Transitionssymbole. f; : Xq X Us — 2Xa
ist die Transitionsfunktion. Man beachte, da} die Funktion f; in die mit
2%4 begeichnete Potenzmenge von X, abbildet — einem Zustands/Ereignis-
Paar konnen so mehrere mogliche Folgezustinde zugewiesen werden. Da
U, ein frei wihlbares Eingabesymbol darstellt, ist f; fiir jede Kombination
(24, uq) € Xa x Uy definiert — f; ist also eine vollstindige Funktion. Xy ist
die Menge moglicher Anfangszustinde, Y; die Menge der Mef3- und Z, die
Menge der Ausgangssymbole. Die Mefifunktion gqy : X4 — Yy ordnet jedem
Automatenzustand ein y; € Yy zu. Die Ausgangsfunktion qg. : Xy — 2%
bildet schlieflich jeden Zustand auf eine (nichtleere) Teilmenge von Z4 ab.

Den diskreten Streckenanteil hatten wir in Abschnitt 2.4.1 ebenfalls als
getakteten Moore-Automaten eingefiihrt.

Fiir die Auslegung des Reglers verwenden wir aber (spezielle) nichtdeter-
ministische endliche Automaten ohne Ausgabe. Solche Automaten fiihrten
wir ohne von auBen eingepriigten Zeittakt ein. Trotzdem lifit sich der Uber-
gang zwischen beiden Automatenklassen mit Hilfe des synchronen Produkts
leicht bewerkstelligen: Wir ersetzen einfach das jedem Zustand des Moore-
Automaten zugeordnete Mefisymbol durch eine mit diesem Symbol gekenn-
zeichnete Transition, die vom jeweiligen Zustand in ihn selbst zuriickfiihrt.
Diese Vorgehensweise ist in Bild 2.37 (Ausschnitt eines Moore-Automaten)
und Bild 2.38 (resultierender Automat ohne Ausgang) illustriert. Mit

Bild 2.37: Ausschnitt eines Moore-Automaten.
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3

Bild 2.38: Automat ohne Ausgang (Ausschnitt).

den Ausgangssymbolen z; € Z; verfahren wir dhnlich; wir miissen aller-
dings beriicksichtigen, dafi Zustdnden des Moore-Automaten mehrere Aus-
gangssymbole zugeordnet sein konnen. Solche Zustéinde werden deshalb
mit mehreren mit Symbolen aus Z; gekennzeichneten Transitionen versehen
(Bild 2.38). Nun muf man noch dafiir sorgen, da§ die Transitionen in der
richtigen Reihenfolge und im gewiinschten zeitlichen Takt abgearbeitet wer-
den: Nach jedem Auftreten eines Eingangssymbols mufl ein Abtastintervall
(symbolisiert durch das Auftreten eines tick-Ereignisses) vergehen, bevor
sich eine mit einem Meflsymbol versehene Transition und dann eine mit ei-
nem Ausgangssymbol gekennzeichnete Transition anschlieffen. Dies erzwingt
man durch Synchronisation mit einer einfachen (in der rechten Hilfte von
Bild 2.39 dargestellten) Zustandsmaschine. Die ticks dieser Maschine kann
man sich als mit einer dufleren Uhr synchronisiert denken. Das in Bild 2.39
gezeigte synchrone Produkt nennen wir aus naheliegenden Griinden einen
tick-Automaten. Formal: Ein Automat (A, Qo) heifit tick-Automat, wenn
tick als Transitionssymbol wenigstens eines Elements ¢ € A vorkommt.
Das Verhalten eines tick-Automaten definieren wir folgendermafien: Wir
bezeichnen die auftretenden ticks mit ¢g,¢1,... und interpretieren alle vor
dem to-tick auftretenden Symbole als u4(to), ya(to), z4(to), alle zwischen to-
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Bild 2.39: tick-Automat (Ausschnitt).

und ¢;-tick auftretenden Symbole als uq(t1), ya(t1), za(t1) usw. Auf diese Art
und Weise erzeugt das tick-Automatenmodell des kontinuierlichen Strecken-
anteils ein Verhalten auf der Grundmenge (U x Yy x Z3)T, T = {to, 1, .. }-
Ein aus dem Moore-Automaten der diskreten Streckenkomponente abgeleite-
ter tick-Automat ,lebt* — wie dieser — auf der Grundmenge (U x Yy x U,)".

Wir sagen, ein getakteter Moore-Automat und ein tick-Automat sei-
en dquivalent, wenn ihr Verhalten identisch ist. Offensichtlich generiert
man durch die geschilderte Vorgehensweise zu den vorgegebenen Moore-
Automaten dquivalente tick-Automaten.

Verkniipft man zwei auf derselben Menge von Transitionssymbolen defi-
nierte tick-Automaten Aut; und Auts mittels ihres synchronen Produkts,
so ist das Verhalten des resultierenden tick-Automaten Aut,||Auts gerade
die Schnittmenge der Verhalten von Aut; und Auts:

Im allgemeinen Fall (die Mengen der Transitionssymbole stimmen nicht iibe-

rein) vervollstindigt man (2.60) auf bekannte Art und Weise durch Einfithren
entsprechender inverser Projektionen.
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An dieser Stelle muf} auf ein technisches Detail hingewiesen werden: Kon-
struiert man tick-Automaten wie gezeigt aus getakteten (Moore-) Auto-
maten, so ist natiirlich gewihrleistet, daff man von jedem Zustand zum
néchsten tick gelangt. Bei der Bildung des synchronen Produkts zweier
tick-Automaten (von denen einer beispielsweise das Streckenmodell, der
andere die Sperzifikationen repriisentiert) konnen aber auch Zustinde ent-
stehen, von denen aus kein weiterer tick mehr erreicht werden kann. Man
spricht dann von einem das Fortschreiten der Zeit blockierenden bzw. einem
zeitlich blockierenden tick-Automaten. Ein solches Ergebnis ist natiirlich
nicht realisierbar, weil man die Zeit eben nicht anhalten kann. Eine der
Anforderungen an einen realisierbaren Regler besteht deshalb gerade darin,
solche Phinomene im Regelkreis auszuschlieflen. Wie wir einen solchen Reg-
ler synthetisieren kénnen, behandeln wir im nédchsten Abschnitt. Auflerdem
erhebt sich die Frage, wie die Moglichkeit des Entstehens zeitlich blockie-
render tick-Automaten aus zeitlich nicht blockierenden tick-Automaten
mit (2.60) vereinbart werden kann. Die Antwort ist einfach: Das Verhal-
ten von tick-Automaten besteht definitionsgemifi aus Folgen von Symbolen
bzw. Symbolkombinationen. Von Aut;||Auts gegebenenfalls generierte end-
liche (und nicht fortsetzbare) Ketten von Symbolen treten im Verhalten des
synchronen Produkts deshalb nicht in Erscheinung.

2.5.3 Reglersynthese

Eine diskrete Abstraktion der kontinuierlichen bzw. hybriden Regelstrecke
liege als tick-Automat Auts vor. Auch die Spezifikationen seien in ein
tick-Automatenmodell Aut,y.. {ibersetzt. Durch Bildung des synchronen
Produkts Aut = Autg||Autspe. eliminiert man alle Folgen von Symbolen aus
Aut, die nicht mit den Spezifikationen vereinbar sind: B(Aut) gibt das ideale
Regelkreisverhalten an. Nun bleibt noch, denjenigen tick-Automaten aus
Aut ,herauszulosen“, der der grofiten mit den zur Verfiigung stehenden Ein-
eriffsmoglichkeiten realisierbaren Teilmenge BT entspricht; BT ist dann das
minimal eingeschriinkte (den Spezifikationen aber geniigende) Regelkreisver-
halten bzw. — nach ,Herausprojizieren“ der Ausgangssymbole z; — das mi-
nimal restriktive Reglerverhalten. Um diese Vorgehensweise zu prézisieren,
bendétigen wir den Begriff eines zeitlich nicht blockierenden restringierbaren
tick-Teilautomaten: Vor Einfithrung dieses Begriffs sei an dieser Stelle aber
auf die Parallele zu dem in der , klassischen“ Regelungstechnik unter dem Na-
men ,Inneres-Modell-Prinzip“ bekannten Sachverhalt hingewiesen: Die Zu-
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standsstruktur des Reglers wird durch das Zustandsmodell Autg der Strecke
und die Zustandsdarstellung Aut,p.. der Spezifikationen bestimmt.

Definition 2.1 (Partner, tick-Teilautomaten) Gegeben seien zwei tick-
Automaten Aut = (A, Qo) und Aut = (A, Qo). Zwei Transitionen 8y, 0y
heiffen Partner, wenn ihr Ausgangszustand und ihr Transitionssymbol tiber-
einstimmen: 6; = (9ay 0y Gey), 02 = (Ga, 0y ey) - L

Aut heifst tick-Teilautomat von Aut (geschrieben als Aut C Aut), wenn
gult:

1. AC A und Qo C Qo

2. die Transition 0 € A kann nur dann Element von A sein, wenn alle
ihre Partner ebenfalls in A enthalten sind.

Anmerkung: Die einzig moglichen Partner-Transitionen in
den von uns benutzten tick-Automaten sind mit Stellsymbo-
len @y € U, versehen. Sie modellieren den Nichtdeterminis-
mus der diskreten Streckenabstraktion auf der Ebene der tick-
Automaten. Wenn wir aus einer solchen Zustandsmaschine eine
mit dem Symbol ﬂfi] ) gekennzeichnete Transition entfernen, so er-
halten wir nur dann einen tick-Teilautomaten, wenn wir gleich-
zeitig alle im selben Zustand beginnenden u& —Tra1131t10nen elimi-
nieren. Anschaulich gesprochen: In einem bestimmten Zustand
wird ein Stellsymbol entweder verboten (alle @ ~(]) -Transitionen
fallen weg) oder erlaubt (keine der moglichen u )_Transitionen
wird entfernt).

Definition 2.2 (Restringierbare tick-Teilautomaten) Aut sei das syn-
chrone Produkt von Auts und Autspe. (d.h. Aut = Autg||Autspe:), Qs und
Ag die Zustandsmenge bzw. die Menge aller Transitionen von Autg. Aut =
(A, Qo) sei ein tick-Teilautomat von Aut = (A, Qo). Seine Zustandsmenge
werde mit Q bezeichnet. Jedes § € Q set durch eine Sequenz von Transi-
tionen mit mindestens einem der Anfangszustinde §o € Qo verbunden. Aut
heifSt restringierbar (beziiglich Autg), wenn gilt:

1. Qo = Qo,

2. @US (q5u707 qsﬁ) € AS; (qsuvqspezu) S Q und ((QSM(]spezu),m (qsr7 7)) ¢
A folgt: o € Uy (das Symbol -“ steht fir ,don’t care®).
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Die Klasse beziiglich Autg restringierbarer tick-Teilautomaten von Aut
besteht also aus genau den Transitionsstrukturen, die sich durch Verbieten
von Stellsymbolen i, € Uy ergeben. Nur restringierbare tick-Teilautomaten
lassen sich deshalb durch die zur Verfiigung stehenden Stelleingriffe realisie-
ren. Diese Bedingung ist aber nur notwendig, nicht hinreichend. Man muf
weiterhin fordern, daf die Zeit nicht ,angehalten® wird:

Definition 2.3 (Zeitlich nichtblockierende tick-Automaten) FEin tick-
Automat Aut heifst zeitlich nicht blockierend, wenn von allen seinen Zustinden
eine Transitionskette ausgeht, die ein tick-Symbol enthilt.

Ein tick-Teilautomat eines gegebenen Aut = Autg||Autgpe. 1dBt sich also
mittels vorhandener Eingriffsmoglichkeiten genau dann realisieren, wenn er
restringierbar beziiglich Autg und zeitlich nichtblockierend ist. Die Menge
aller solcher tick-Teilautomaten von Aut bezeichnen wir mit {Real;(Aut)}.
Die Beziehung C induziert eine partielle Ordnung auf der Menge { Real;( Aut)}.
Nun miissen wir noch zeigen, daf} in dieser Menge ein (eindeutig definiertes)
grofites Element G(Real;(Aut)) existiert. Gelingt uns dies, so haben wir mit
G(Real;(Aut)) ein Zustandsmodell fiir BT — das gesuchte grofite realisierba-
re Regelkreisverhalten — gefunden. BT kann dann als diejenige Transitions-
struktur interpretiert werden, die bei Anwendung einer minimal restriktiven
Regelung , iibrig bleibt*“.

Anmerkung: In einer partiell geordneten Menge (M, C) unter-
scheidet man zwischen maximalen und grofiten Elementen (vgl.
Abschnitt 2.3.2.1). Eine partiell geordnete Menge kann mehrere
maximale Elemente, aber hochstens ein grofites Element enthal-
ten.

Um die Existenz eines grofiten Elements in {Real;(Aut)} zu beweisen,
fiihren wir einen Verkniipfungsoperator fiir tick-Automaten ein: Aut, =
(A1, Qo,) und Auty = (Ay, Qo,) seien zwei tick-Teilautomaten von Aut.
Offensichtlich ist dann

Aut = (A; U Az, Qo, U Qo,)

ebenfalls ein tick-Teilautomat von Aut. Wir bezeichnen Aut als Vereinigung
von Aut; und Auts und schreiben Aut = Aut; U Auts. Man kann nun leicht
zeigen, daff die Menge aller restringierbarer tick-Teilautomaten von Aut
beziiglich der U-Operation abgeschlossen ist:
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Lemma 2.1 Aut; = (A1, Qo,) und Auty = (A, Qo,) seien zwei beziiglich
Autg = (Ag, Qog) restringierbare tick-Teilautomaten von Aut = (A, Qo).
Dann ist Aut = Auty U Auty ebenfalls restringierbar beziiglich Autg.

Beweis: Esgelte ds = (¢s,,0,95.) € As, 0 = ((g5., Gspez), 0, (¢5.: —)) &
Ay U Ay, aber (gs,, gspez,) ist Element der Zustandsmenge von
Auty U Auty. Dann gilt entweder

1. (gs, ,~qspeza) ist Element der Zustandsmenge von Zﬁftl, und
0 ¢ Ay, oder

2. (gs,, gspez.) ist Element der Zustandsmenge von Zl;Itg, und

5 ¢ A

Da sowohl ;ﬁﬁl als auch Z\@z restringierbar beziiglich Autg sind,
folgt in beiden Féllen o € Uy. [ |

Dies gilt auch fiir die Klasse der zeitlich nichtblockierenden tick-Teil-
automaten von Aut:

Lemma 2.2 Aut; = (A1, Qq,) und Auty = (As, Qo,) seien zwei zeitlich
nichtblockierende tick-Teilautomaten von Aut = (A, Qo). Dann ist Aut =
Auty U Auty ebenfalls zeitlich nichtblockierend.

Beweis: ¢ sei Element der Zustandsmenge von Zl;Itl U Zl;Itz.
Dann gilt entweder

1. g ist Element der Zustandsmenge von ;ﬁ:tl , und es existiert
deshalb eine Sequenz von §; € A; C A; UA,, die eine tick-
Transition beinhaltet, oder

2. q ist Element der Zustandsmenge von ;ﬁ:tz, und es existiert
deshalb eine Sequenz von §; € Ay C A; UA,, die eine tick-
Transition beinhaltet. |

Damit ist auch Abgeschlossenheit von {Real;(Aut)} — der Menge aller
restringierbarer und zeitlich nichtblockierender tick-Teilautomaten von Aut
— beziiglich U gezeigt. Die partiell geordnete Menge ({Real;(Aut)}, C) bil-
det — wenn nichtleer — zusammen mit der Operation U : {Real;(Aut)} X
{Real;(Aut)} — {Real;(Aut)} einen Halbverband (vgl. [23]). Ein solcher
Halbverband mit endlich vielen Elementen besitzt immer ein gréfites Ele-
ment. Damit ist der folgende Satz bewiesen:



78 KAPITEL 2. DISKRETE ABSTRAKTION UND REGELUNG

Satz 2.3 (Existenz eines gréften Elements) Ist die Menge { Real;( Aut)}
aller beziiglich Auts restringierbarer und zeitlich nichtblockierender tick-
Teilautomaten von Aut nichtleer, so besitzt sie ein grifites Element.

Das grofite Element der Menge { Real;(Aut)} (und damit der minimal re-
striktive Regler) kann nun mittels einer formalen Prozedur rechnerisch ermit-
telt werden. Ein solcher Algorithmus wurde von S. O’Young implementiert.

2.5.3.1 Ein sehr einfaches Beispiel

Wir betrachten ein sehr einfaches Beispiel, um die Wirkungsweise des geschil-
derten Algorithmus zu verdeutlichen. Die diskrete Abstraktion des Strecken-
modells ist in Form eines Moore-Automaten in der linken Hilfte von Bild 2.40
dargestellt. Stell-, Ausgangs- und Mefigrofie konnen jeweils nur zwei verschie-

Bild 2.40: Moore-Automat als Streckenmodell (links) und &quivalenter tick-
Automat Autg (rechts).
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dene Werte annehmen:
Ud = Ud = {u,(il),u,(f)} 5
2 - PP,

Yd = Yd:{y((il)vyz(i2)}'

. 1 . 1 2
Vom Anfangszustand — in dem y'" gemessen wird und z\" oder z{? als Wert
g i 8 d d

der Ausgangsgrofie auftreten kann — fithrt bei Eingabe des Stellsymbols u,(f)

eine eindeutige Transition in einen Folgezustand. Gibt man u&l) ein, sind
dagegen zwei Zustandsiibergéinge moglich. In der rechten Hélfte von Bild 2.40
sieht man den dem Moore-Automaten dquivalenten tick-Automaten Autg.

Als Spezifikation verlangen wir, dafi spitestens nach dem ersten tick
nur noch das Ausgangssymbol z((il) auftreten darf, nicht aber Z‘gz)_ Externe
Reglereingangsgrofien spielen in diesem einfachen Beispiel keine Rolle; das

spezifizierte Verhalten lautet also:
Bspez = {z((il)zgl)z((il) e 7z;2)zgl)z((il) e } - Z;JT

Ein tick-Automat Aut,,.. mit diesem Verhalten ist in Bild 2.41 gezeigt.

Bild 2.41: tick-Automat Autgpy. fiir Bype..

Als ersten Schritt der Reglersynthese bildet man nun das synchrone Pro-
dukt Aut = Autg||Autsp. beider tick-Automaten (der erreichbare Teil von
Aut = Autg||Autspe; ist in Bild 2.42 dargestellt). Hierdurch werden alle Tran-
sitionen (mit Ausnahme der ersten) eliminiert, die mit einem z‘(iz)—Symbol ver-
sehen sind. Das Resultat a8t sich offensichtlich nicht realisieren: Es ist weder
restringierbar noch zeitlich nichtblockierend. Bei néherer Betrachtung stellt
man fest, daf§ fiir dieses Problem keine Losung existiert: {Real;(Aut)} = 0.
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tick

Bild 2.42: tick-Automat Aut = Autg||Autspe. (erreichbarer Teil).

Kein (realisierbarer) Regler kann fiir die betrachtete Abstraktion die Einhal-
tung der Spezifikationen erzwingen. Dies bedeutet natiirlich nicht, daf§ das
unterlagerte hybride Regelproblem keine Losung besifie: In einem solchen
Fall miifite man auf eine genauere (d.h. in der abgeleiteten Modellhierarchie
,weiter unten“ angesiedelte) Abstraktion der kontinuierlichen oder hybriden
Strecke zuriickgreifen.

Nun untersuchen wir, ob sich — fiir dieselbe diskrete Strecken-Approxima-
tion — ein anderes ,,Wunschverhalten“ B, erreichen lafit: Wir verlangen,
dafl zu geraden Abtastzeitpunkten das Ausgangssymbol z,(f) auftritt. Einen
das spezifizierte Verhalten realisierenden tick-Automaten Aut,p., sieht man

in Bild 2.43.

Der erste Schritt bei der Losung dieser verdnderten Aufgabenstellung be-
steht wiederum in der Bildung des synchronen Produkts von Strecken- und
Spezifikationsautomat: Aut = Autg||Autspe., (den erreichbaren Teil sieht
man in Bild 2.44). Jetzt ist {Real;(Aut)} nichtleer. Das grofite Element
G(Real;(Aut)) ist in Bild 2.45 gezeigt: Nach dem Auftreten des Mesymbols

y,gl) wird das Stellsymbol ufil) verboten. Damit wird als nédchstes Ausgangs-
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Bild 2.43: tick-Automat Aulspez, fir Bspez,-

Bild 2.44: tick-Automat Aut = Autg||Autspe., (erreichbarer Teil).

symbol z‘(f) erzwungen, als nichstes Meflsymbol erscheint yc(iz). Nach dessen

Auftreten wird das Verbot wieder riickgingig gemacht — beide Werte des
Stellsignals diirfen angewandt werden.

Das Reglerverhalten erhélt man explizit, indem man alle z4-Transitionen
aus G(Real;(Aut)) ,herausprojiziert“ — der resultierende tick-Automat ist
in Bild 2.46 dargestellt. Einen dquivalenten getakteten Moore-Automaten
zeigt Bild 2.47.
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tick

tick

Bild 2.46: tick-Automat fiir das Reglerverhalten.

2.5.4 Verschaltbarkeit von diskretem Regler und hy-
bridem Streckenmodell

In Abschnitt 2.5.3 wurde ein Verfahren vorgestellt, mit dessen Hilfe sich fiir
eine diskrete Abstraktion DA, des hybriden Streckenmodells DM der mini-
mal restriktive diskrete Regler berechnen 148t, der die Spezifikationen noch
erfiillt. Die dem Entwurf zugrundeliegende diskrete Streckenapproximation
geniigt der Reduktionsbedingung B(DM) C B(DA,); aus B(DA,) N Br C
Bipe: (die geregelte diskrete Abstraktion geniigt den Vorgaben) folgt deshalb
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Bild 2.47: Moore-Automat fiir das Reglerverhalten.

sofort B(DM)NBgr C Bspe. (das geregelte hybride Streckenmodell weist keine
unzuldssigen Verhaltensmuster auf). Nun mufl man nur noch sicherstellen,
dall B(DM) N Bgr # 0 (Regler und hybrides Streckenmodell lassen sich ver-
schalten). Diese Eigenschaft kann man bei zeitgetriebenen Systemen ,fast
immer* voraussetzen, sie lafit sich im vorliegenden Fall aber auch leicht zei-
gen: Die einzige Eingriffsmoglichkeit des Reglers besteht im ,, Verbieten“ von
Stellsymbolen ﬂff ) e U,. Verschaltbarkeit ist offenbar garantiert, wenn der
Regler zu keinem Zeitpunkt alle Stellsymbole ﬂff ) e U, unterbindet; dies ist
aber gewihrleistet da G(Real;(Aut)) andernfalls zeitlich blockierend wire.

2.6 Zusammenfassung

Der in diesem Kapitel verfolgte Ansatz zur Regelung hybrider Systeme be-
steht aus zwei sukzessiv auszufiihrenden Schritten: Man beschafft sich zuerst
eine diskrete Abstraktion des kontinuierlichen oder hybriden Prozesses und
wendet anschliefend Methoden der ereignisdiskreten Regelungstheorie an,
um eine geeignete Riickfiihrung auszulegen.

Betrachtet man das Problem ,durch die Brille“ der Willemsschen Sy-
stemtheorie (Abschnitt 2.2), so findet man eine einfache Reduktionsbedin-
gung; ihr muf} die diskrete Abstraktion geniigen, wenn sie als Grundlage fiir
den Reglerentwurf dienen soll. Sie verlangt, dafl das Verhalten des diskreten
(d.h. vereinfachten bzw. reduzierten) Modells das Verhalten des unterlager-
ten kontinuierlichen oder hybriden Modells einschliefit — jede Kombination
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von Systemsignalen, die das detaillierte Modell zuldfit, mufl auch mit dem
reduzierten Modell , vertriglich“ sein. Ist die Reduktionsbedingung erfiillt,
und gelingt es, fiir die diskrete Abstraktion einen die Einhaltung der Spezi-
fikationen erzwingenden Regler zu entwerfen, so kann man garantieren, daf}
dieser Regler auch am urspriinglichen kontinuierlichen oder hybriden System
zufriedenstellend arbeitet. Auf diese Art und Weise entkoppelt man die bei-
den Schritte des untersuchten Ansatzes — diskrete Abstraktion und diskreter
Reglerentwurf kénnen unabhingig voneinander durchgefiithrt werden.

Zunichst drangt sich die Frage auf, ob die Reduktion eines kontinuierli-
chen (oder hybriden) Systems auf ein diskretes Modell unter Umstdnden oh-
ne Verlust an Genauigkeit moglich ist: Existiert ein diskretes Modell, dessen
Verhalten mit dem des kontinuierlichen (oder hybriden) Systems iiberein-
stimmt? In diesem Fall wire die Reduktionsbedingung trivialerweise erfiillt.
Im formalen Rahmen mengendynamischer Systeme — eines Systembegriffs,
der kontinuierliche, diskrete und hybride dynamische Modelle umfafit — kann
man sich leicht Bedingungen iiberlegen, unter denen eine solche exakte Mo-
dellreduktion erfolgen kann (Abschnitt 2.3). Obwohl diese Bedingungen von
einem einfachen Beispielsystem (,schaltender Abflul*) erfiillt werden, erwei-
sen sie sich als {iberaus restriktiv. Im allgemeinen miissen wir uns deshalb mit
diskreten Abstraktionen begniigen, die eine echte Approximation darstellen,
also einen Verlust an Genauigkeit bewirken.

In Abschnitt 2.4 betrachteten wir den kontinuierlichen Anteil der Regel-
strecke und leiteten fiir diesen eine Hierarchie (eine im Sinne der Modell-
genauigkeit vollstindig geordnete Menge) von approximierenden getakteten
Moore-Automaten her. Jedes Element dieser Hierarchie erfiillt die Reduk-
tionsbedingung. Das oberste Element der Hierarchie ist die im Sinne der
Modellgenauigkeit , grobste“ (gleichzeitig aber auch am wenigsten komple-
xe) Approximation des kontinuierlichen Systemverhaltens. Je ,tiefer* eine
diskrete Abstraktion in der Hierarchie angesiedelt ist, desto genauer gibt
sie das Verhalten des kontinuierlichen Systems wieder, desto mehr Zusténde
weist der approximierende Automat aber auf. Weiterhin wurde gezeigt, daf}
die Ordnung der Modellhierarchie invariant beziiglich ,Verschaltung® mit
einem anderen dynamischen System ist. Beschafft man sich also diskrete
Abstraktionen des hybriden Gesamtsystems, indem man die diskreten Ab-
straktionen des kontinuierlichen Anteils mit der diskreten Streckenkompo-
nente verkoppelt, so bleibt die hierarchische Ordnung (und die Giiltigkeit
der Reduktionsbedingung) erhalten. Innerhalb dieser vollstindig geordneten
Menge von Abstraktionen existiert ein eindeutig definiertes ,grobstes* (und
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damit auch einfachstes) Modell, mit dem sich die vorgegebenen Spezifikatio-
nen erfiillen lassen. Dieses stellt zweifellos die fiir den Reglerentwurf ideale
(weil okonomischste) Grundlage dar. Eine interessante (aber noch offene)
Frage ist: Kann man dieses Modell bestimmen, ohne die Hierarchie von oben
nach unten zu , durchsuchen“?

Der Regler kann nun mit Methoden der ereignisdiskreten Systemtheorie
entworfen werden (Abschnitt 2.5). Hierzu transformieren wir die in Form ei-
nes getakteten nichtdeterministischen Moore-Automaten vorliegende diskre-
te Streckenabstraktion in eine dquivalente — der rechnerischen Behandlung
aber eher zugingliche — Darstellung: einen sogenannten tick-Automaten.
Anhand dieses Streckenmodells und der (in gleicher Weise formulierten) Spe-
zifikationen kann dann mittels einer formalen Prozedur entschieden wer-
den, ob ein die Vorgaben erfiillender diskreter Regler existiert. Ist dies der
Fall, so berechnet der beschriebene Algorithmus die am wenigsten restrik-
tive Riickfithrung. Weil die dem Entwurf zugrundeliegende Abstraktion die
Reduktionsbedingung erfiillt und Verschaltbarkeit von Regler und unterla-
gertem hybridem Streckenmodell gewédhrleistet ist, wird der so entworfene
Regler die Einhaltung der Spezifikationen auch erzwingen, wenn er an der
hybriden Regelstrecke eingesetzt wird.

2.7 Literaturhinweise

Ansitze zur Approximation kontinuierlicher dynamischer Abtastsysteme durch
nichtdeterministische Automaten wurden erstmals von Antsaklis, Stiver und
Lemmon [42, 2] sowie von Lunze [20, 21, 22] vorgeschlagen. In den genann-
ten Arbeiten wird der Zustandsraum des zu approximierenden Systems in
,Zellen* (Aquivalenzklassen) unterteilt, von denen jede als Zustand eines
approximierenden Automaten aufgefalt wird. Dieser Sachverhalt ergibt sich
als ,,Grenzfall“ unseres Approximationsschemas, wenn

1. g, = @y, d.h. wenn jede Komponente des kontinuierlichen Zustands in
quantisierter Form gemessen wird (vgl. Seite 47), und wenn

2. v =0, d.h. wenn die grébste Approximation der in Bild 2.29 gezeigten
Hierarchie diskreter Abstraktionen betrachtet wird.

Es leuchtet unmittelbar ein, dafl bei einer solchen Beschrinkung auf das
»grobstmogliche® diskrete Ersatzmodell in vielen Fillen kein addquater, die
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Einhaltung der Spezifikationen bewirkender Regler gefunden werden kann.
Lunze [21] vergrofiert deswegen die im Automatenmodell enthaltene Infor-
mation, indem er den Zustandsiibergdngen Wahrscheinlichkeiten zuordnet.
Dies fiihrt allerdings nur dann zu einer Verbesserung, wenn auch Spezifika-
tionen stochastisch formuliert werden kénnen, wenn man also von der im
Rahmen der vorliegenden Arbeit verfolgten , worst case“ Philosophie abgeht.
Wie ein solches stochastisches Automatenmodell genutzt werden kann, um
durch Minimierung von Giitefunktionalen einen diskreten Regler zu entwer-
fen, wird in [19] beschrieben. Ein duales Problem — die Rekonstruktion von
nicht mefbaren Zustinden eines approximierenden Automaten aus Folgen
von Eingangs- und Mefisymbolen — wird in [18] behandelt.

Andere Moglichkeiten, diskrete Modelle aus kontinuierlichen Systemen
abzuleiten, werden in [24, 25] und [41] diskutiert. Beide Ansitze sind ereignis-
statt zeltoetrleben Das Uberschreiten von Partitionsgrenzen im kontinuierli-
chen Zustandsraum 16st Ereignisse aus, die zu einem ,Schalten® der diskreten
Approximation fithren. Wihrend [24, 25] sich auf eine rein logische Appro-
ximation beschrénkt (es interessiert nur die Reihenfolge, in der die diskreten
Zustande durchlaufen werden, nicht aber die zugehoérige Zeitinformation),
wird in [41] die Ableitung zeitbehafteter diskreter Modelle behandelt.

Caines und Wei schlagen eine weitere interessante Alternative vor: In
[7, 8] werden Stelleingriffe der unterlagerten (kontinuierlichen) Ebene ein-
gesetzt, um nichtdeterministische Phdnomene auf der Ebene der diskreten
Approximation zu eliminieren.

Eine Ubersicht iiber die Willemssche Systemtheorie findet man in den
Aufsdtzen [43, 44, 45, 46]. Das einfiihrende Beispiel zu diesem Thema auf
Seite 14 stammt aus [31]. Der Begriff eines ,mengendynamischen Systems“
wurde von Sain [40] geprigt. Auf diese Quelle gehen auch die Ausfithrungen
zur exakten Modellreduktion in Abschnitt 2.3.2.3 zuriick. Die einfiihren-
den Beispiele zu diesem Themenkreis — ,,Schaltender Zuflu“ und , Schal-
tender Abfluf“ — wurden den Arbeiten von Chase, Serrano und Ramadge
(10, 11, 12] entnommen. Die in Abschnitt 2.4 beschriebene Methode zur Ap-
proximation kontinuierlicher bzw. hybrider Systeme basiert auf einer Reihe
von Arbeiten, die vom Verfasser gemeinsam mit S. O’Young erstellt wur-
den [29, 30, 32, 34, 35, 36]. Eine erste Version des in Abschnitt 2.5 dis-
kutierten Verfahrens zum diskreten Reglerentwurf findet sich in [33]. Die
Implementierung des Algorithmus zur Reglersynthese wurde von S. O’Young
durchgefiihrt; sie basiert auf seinen eigenen in [26] beschriebenen Vorun-
tersuchungen. Die grundlegenden Arbeiten zur Synthese ereignisdiskreter
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Riickfithrungen gehen auf Ramadge und Wonham zuriick. Eine Darstellung
ihrer Entwurfsphilosophie findet man in [37, 47, 38]. Eine Erweiterung ih-
res Ansatzes auf zeitbehaftete diskrete Systeme wird in [6] vorgestellt. Eine
sehr schone Ubersicht iiber verschiedene Aspekte der Analyse und Synthese
ereignisdiskreter Systeme bietet schlielich [9].
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‘The behaviour of a bicycle that has a high content of

humanity,” he said, ‘is very cunning and entirely

remarkable. You never see them moving by themselves

but you meet them in the least accountable places

unexpectedly. Did you never see a bicycle leaning against

the dresser of a warm kitchen when it is pouring outside?’

‘T did”

‘Not very far away from the fire?’

“Yes.’

‘Near enough to the family to hear the conversation?’

“Yes.’

‘Not a thousand miles from where they keep the eatables?’
— Flann O’Brien: The Third Policeman

Kapitel 3

Die ,,klassische* Sichtweise

3.1 Einfiihrung

geregelt werden.

In diesem Kapitel betrachten wir die in Abschnitt 1.1.1 skizzierte Problem-
stellung: Das Streckenmodell sei rein kontinuierlich und werde durch gew6hn-
liche Differentialgleichungen beschrieben; es soll durch eine Riickfiihrung dis-
kreter (symbolischer) Mefinformation auf diskrete (symbolische) Stellgréfien
Eventuell vorhandene kontinuierliche Regelkreise denkt
man sich in die Strecke integriert. Der Regler ,sieht“ also nur eine quan-
tisierte Version y,; des Ausgangssignals y (z.B. ,Temperatur ist zu hoch®,
»in Ordnung* oder ,zu niedrig®). Er generiert ein stiickweise konstantes Si-
gnal u4(t) mit endlichem (symbolischem) Bildbereich Uy (z.B. , Ventil offen®

93
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bzw. ,geschlossen®). Dieses symbolische Stellsignal bestimmt die zeitliche
Entwicklung des Streckenzustands. Die Quantisierung von Stell- und Mef-
signal kann beliebig grob sein. Der Ubersichtlichkeit halber ist dieser Sach-
verhalt in Bild 3.1 nochmals dargestellt. Dem Unterschied zwischen Bild 1.1
und Bild 3.1 kommt lediglich untergeordnete Bedeutung zu: Die die symbo-
lische Stellvariable in eine numerische Gréfe iibersetzende Injektion wird in
die Strecke integriert; das externe Eingangssignal entféllt, da es fiir die im
folgenden angestellten Uberlegungen zur Beobachtbarkeit, Steuerbarkeit und
Erreichbarkeit keine Rolle spielt.

z €R!

_-_—
Strecke =----

y € RP

I

I

| |

I

|

I

I

Quantisierer L uqg €Ug

|:,:| |
I

I

I

I

)

Bild 3.1: Regelung einer kontinuierlichen Strecke durch symbolische Riickfiihrung.

Dieses Szenario 1t sich mit dem Schlagwort ,ereignisgetriebene Abta-
stung“ beschreiben: Der Informationsaustausch zwischen Regler und Strecke
konzentriert sich auf diskrete (aber i.a. nicht dquidistante) Zeitpunkte und
kann deswegen als besonders ékonomische, Interrupt-basierte Kommunika-
tionsstruktur interpretiert werden — der Regler wird genau dann ,benach-
richtigt“, wenn sich ein Mefisymbol dndert; er gibt genau dann Information
an die Strecke weiter, wenn er das symbolische Stellsignal dndern mochte.
Beide Ereignisse koénnen zu beliebigen Zeiten ¢ € R auftreten — eine An-
nahme, die immer dann gerechtfertigt ist, wenn Takt- und Verarbeitungszei-
ten des reglerinternen Prozessors im Vergleich zu den Streckenzeitkonstan-
ten als vernachldssigbar klein angesehen werden konnen. Im Rahmen der
»ereignisgetriebenen Abtastung® wird der Informationsflufl zwischen Strecke
und Regler also durch zeitbehaftete (Mef- und Stell-) Ereignisse reprisen-
tiert. Wir werden intuitiv einsichtige Bedingungen angeben, unter denen
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sich der kontinuierliche Zustand des Streckenmodells aus einer Folge solcher
Mef-Ereignisse ezakt rekonstruieren 1dft; weiterhin werden wir die Frage
erortern, welche Gebiete des kontinuierlichen Streckenzustandsraums mittels
diskreter Stell-Ereignisse steuerbar bzw. erreichbar sind. Auf der Grundlage
dieser Resultate 1i8t sich dann eine einfache modellpridiktive Regelungsstra-
tegie angeben: Dem Regler wird ein kontinuierliches Modell der Strecke zur
Verfiigung gestellt; mit dessen Hilfe rekonstruiert er aus der beobachteten
Sequenz von Mef-Ereignissen den Streckenzustand und berechnet hieraus ei-
ne Folge zukiinftiger Stell-Ereignisse, die den (geschiitzten) Streckenzustand
bzw. das (geschitzte) externe Ausgangssignal z in der gewiinschten Art und
Weise manipulieren. Tritt ein neues Mef-Ereignis ein, so wird es dazu be-
nutzt, die Zustandsschitzung zu aktualisieren und die geplante Eingriffsstra-
tegie zu revidieren.

Die Entwicklung des hier vorgestellten ereignisgetriebenen“ Ansatzes
wurde in [9, 11, 12] begonnen. Die im folgenden priisentierte Version stiitzt
sich im wesentlichen auf [13] und [14].

3.2 Der Regelkreis

3.2.1 Das Streckenmodell

Wir beschrénken uns auf eine Klasse von Streckenmodellen, die einen gang-
baren Kompromif zwischen zwei regelungstechnischen Kernforderungen dar-
stellt: Die Modellannahmen miissen eine analytische Behandlung (in un-
serem Falle: eine analytische Behandlung von globalen Beobachtbarkeits-,
Steuerbarkeits- und Erreichbarkeitseigenschaften) zulassen, trotzdem aber so
allgemein sein, daf charakteristische Eigenschaften vieler realer Regelungs-
probleme wenigstens ansatzweise erfaffit werden. Durch gewdhnliche (vekto-
rielle) Differentialgleichungen der Form

2(t) = a(uq(t)) z(t) + g(uq(t)), zeR® (3.1)
beschriebene Streckenmodelle stellen einen solchen Kompromif§ dar. uy ist
ein stiickweise konstantes Signal mit endlichem (symbolischem) Wertebereich

Udl

ud(t) el = {ufil), L. 7u((iN)} .
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Die Funktionen a und g ordnen jedem Stellsymbol u; € U, eine reelle n X n-
Matrix (eine ,Dynamik-Matrix“) und einen reellen n-Vektor (einen ,Anre-
gungsterm*) zu:

a: Uy — R™™,

g: Ug—R".
Die Funktion (a,g) : Uy — R™™ x R™ sei injektiv (d.h. fiir jedes Stell-
symbol erhilt man eine andere Kombination von Dynamikmatrix und Anre-

gungsterm); fiir die Funktionen a und g selbst wird hingegen keine derartige
Annahme getroffen. Nun fiihrt man folgende Schreibweise ein:

{Ar,... Ap} = Bild(a),
Ud,- = {Ufik) € Ud ‘ a(ufik)) = A,} s
{bilu s 7biNi} = Bild (g\Udi) 5

9, steht hierbei fiir die Beschrdnkung der Funktion g auf die Teilmenge Uy,
ihres Definitionsbereichs U, (Bild 3.2). Offensichtlich gilt: Zil N; = N.

{b1,s-5b1y } {bpyy-- 0Py, }

.., Ap}

Bild 3.2: Funktionen a und g.

Der Rang der reellen n x N;-Matrix [b;,, ... , b;, | werde mit ¢; bezeichnet.
Man beschaffe sich eine Basis B; fiir den ¢;-dimensionalen Unterraum des R",
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der durch die Vektoren b;,, k =1,..., N;, aufgespannt wird und schreibe
[bila cee 7biNi] = Bl [uila cee 7uiNi]'

Die u;,, k =1,...,N;, stellen offenbar N; verschiedene Punkte im R% dar.

Beschriankt man uy(t) also auf die Menge Uy, , so 148t sich der betrachte-
te Sachverhalt noch einfacher interpretieren — (3.1) reduziert sich dann auf
folgende Klasse von Streckenmodellen:

@(t) = A(t) + Biwi(t) ; (32)

w; ist hierbei ein stiickweise konstantes, auf der diskreten Menge {u;,, . .. uiNi}
C R% |lebendes“ Signal. Gl. (3.2) ist ,ein alter Freund“ aus der linearen Re-
gelungstheorie — der einzige Unterschied zu der von dort vertrauten Situation
besteht in der Tatsache, dafl die Stellgroflie nur eine endliche Zahl von diskre-
ten Werten aus R% annehmen kann. Ein Umspringen des Stellsymbols u4(t)
in (3.1) von der Menge Uy, auf die Menge Uy, impliziert ein Umschalten
der ,Modellparameter* in (3.2) von (A;, B;) auf (A;, B;) sowie eine Ande-
rung der moglichen reellwertigen Stelleingriffe von {u;, ..., u;y, } C R% auf
{Ujl, . ,u]‘N]_} CR%.

Wir setzen weiterhin voraus, dafi der momentane Wert der Zustandsva-
riablen linear in externes und internes Streckenausgangssignal eingeht:

() = Coal(t), (3.3)
y(t) = Cualt). (3.4)

Allgemeinere Ausgangsgleichungen (bei denen die rechten Seiten auf beliebi-
ge Art und Weise von wu,4(t) abhingen kénnen, aber affin in z(¢) sind) ver-
ursachen keine zusétzlichen Probleme, wiirden aber die ohnehin schon recht
komplexe Notation noch uniibersichtlicher erscheinen lassen.

Beispiel: Man betrachte die in Bild 3.3 gezeigte, aus drei kom-
munizierenden Tanks bestehende Regelstrecke. Die Zustdnde xy,
zo und x3 beschreiben die Abweichungen der Wasserspiegel in
Tank A, B und C von einem gemeinsamen Referenzwert. Ventil 1
und 2 sind entweder vollstindig geoffnet (,,auf*) oder vollstindig
geschlossen (,zu“). Das durch eine Pumpe realisierte Stellsignal
kann fiinf verschiedene Werte annehmen: Wasser kann (mit kon-
stantem Volumenstrom r) aus einer gemeinsamen Quelle in Tank
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Bild 3.3: Beispiel: Drei-Tank-System.

A oder C gepumpt werden, Wasser kann (mit konstantem Volu-
menstrom ) aus Tank A oder C abgepumpt werden, die Pumpe
kann abgeschaltet werden. Im vorliegenden Beispiel besteht Uy
also aus 2 - 2 -5 Symbolen (Tabelle 3.1).

Unter der Annahme, daf der Volumenstrom zwischen benachbar-
ten Tanks proportional zu der Differenz ihrer Wasserstéinde ist,
erhilt man fiir die Funktionen a und ¢ in (3.1):

—a a B (_]
Av=a@)=1] a —(a+b) b |, k=1,....5

0 b —b
[ T 1 -

bll = g(u((il)) - 0 ’ blz = g(u( )) = 0 ’
L 0] 0
[0] 0

b13 = g(u((i3)) - 0 ’ b14 = g(u( )) = 0 ’
L T i -
T o

b= g(u) = | 0]
L 0 =
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u&l) ;= Ventil 1 auf* & , Ventil 2 auf“ & ,Wasser in A pumpen*
u&z) ;= Ventil 1 auf* & , Ventil 2 auf“ & ,Wasser aus A abpumpen*
u,(f’) ;= Ventil 1 auf* & , Ventil 2 auf“ & , Wasser in C pumpen*
u,(f) =, Ventil 1 auf“ & ,Ventil 2 auf“ & , Wasser aus C abpumpen*
u,(f’) = Ventil 1 auf* & ,Ventil 2 auf* & ,Pumpe abschalten®
u,(f) =, Ventil 1 auf“ & ,Ventil 2 zu“ & ,Wasser in A pumpen*
ug) =, Ventil 1 auf“ & , Ventil 2 zu“ & ,Wasser aus A abpumpen*
u&s) = Ventil 1 auf* & ,Ventil 2 zu“ & ,,Wasser in C pumpen*

Elg) = Ventil 1 auf* & ,,Ventil 2 zu“ & ,Wasser aus C abpumpen*

u
u&lo) .=, Ventil 1 auf* & , Ventil 2 zu“ & ,,Pumpe abschalten*

“,(1 ) = , Ventil 1 zu“ & , Ventil 2 zu* & ,,Wasser in A pumpen*
u,(im =, Ventil 1 zu“ & ,Ventil 2 zu“ & ,,Wasser aus A abpumpen*
u,(ils) =, Ventil 1 zu* & , Ventil 2 zu“ & ,Wasser in C pumpen*
u&lg) =, Ventil 1 zu“ & ,Ventil 2 zu“ & ,,Wasser aus C abpumpen*
ugzo) =, Ventil 1 zu* & ,,Ventil 2 zu“ & ,Pumpe abschalten“

Tabelle 3.1: Mogliche Stellsymbole.

by = g(uf?) = g(ul)),  bay = g(Wf7) = g,
bay = g(ul™) = g(@), by, = gl = g(ul)),
ba, = g(uG”) = g(u).

Der Rang der Matrix [b;,, ... ,b;] betragt 2 (fiir i = 1,...,4);
man kann also schreiben:

1 -1 0 0 O
001 -10}|

BV. [uil"'uisl

[bilv"' 7bi5] =

o o 3
S OO
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Werden zur Formulierung regelungstechnischer Ziele alle Zustdnde
des Streckenmodells bendtigt, so definiert man die externe Aus-
gangsgrofe als

2(t) = x(t) .

Nimmt man weiterhin an, dafl nur ein Sensor zur Verfiigung
steht, der den Wasserstand in Tank A (in quantisierter Form —
s. Abschnitt 3.2.2) mifit, so lautet die Gleichung fiir die interne
Streckenausgangsgrofie

yit)=[1 0 0]a(t) .

3.2.2 Quantisierung, Mefl- und Stell-Ereignisse

Der Quantisierer ordnet jedem Streckenausgangsvektor y(t) € RP zu jedem
Zeitpunkt ¢ > 0 auf eindeutige Weise ein Symbol y4(t) € {y,(il), e ,y((iM)}
zu. Die Funktion @ : RF — {y,gl)7 . 7y,gM)} unterteilt den Raum R? also in
M paarweise disjunkte Teilmengen (oder ,Zellen“) Y;, I = 1,..., M. Alle
Untersuchungen lassen sich prinzipiell fiir einen allgemeinen Quantisierer @
durchfithren. Praktisch relevant ist aber nur Fall, bei dem die Zellen der
Quantisierungsfunktion ) halboffene, durch Hyperebenen y; = yzm, r o=

1,...,M; —1,i=1,...,p, voneinander abgegrenzte ,Quader im R? sind
(Bild 3.4). Die Notation der folgenden Abschnitte vereinfacht sich, wenn
das ,skalare Symbol“ ya(t) durch ein , Vektorsymbol* [ ya, (t) ... ¥a,(?) ]

ersetzt wird. Dies entspricht einem Ersetzen des Quantisierers @ fiir den
Vektor y(¢) durch unabhingige Quantisierer @; fiir die Elemente y;(¢) von
y(t) ,i=1,...,p. Die Funktion

QiR {y) .y, J[Mi=m, (3.5)
=1

ordnet jedem y; innerhalb eines gegebenen Intervalls das Symbol yg) zu
(Bild 3.5).

g i —oo <y < gtV

Qi(y:) = y‘(;;) fiir y,!““ <y < y,m, r=2,...,M;—1 (3.6)
y,(ifw") fiir y}M"_l) <y < 00,



DER REGELKREIS 101

w o o
1 A 1
oy (8 )
VD T R
————— A ——
1 1
u Y
: : - U1
_____ L T ()]
. X Yo
v vy o
Bild 3.4: Ausgangsquantisierung.
u! u? v u?

| | | |
Qiy) = |Qily) = | Qg = | Qly) = | Qily)= *
(1 (2) (3) (4) (5)
Ya; Ya; Ya; Ya; Ya;

Bild 3.5: Elementweises Quantisieren des Streckenausgangs y.

Da die Zeit t kontinuierlich verlduft, weif man genau, zu welchen Zeit-
punkten Komponenten des quantisierten Signals y,(¢) ihren Wert findern.
Dies wiederum impliziert prizise (wenngleich unvollstindige) Information
iiber die kontinuierliche Variable y. Andert sich z.B. der Wert von Q;(y:)
zum Zeitpunkt ¢} von yg) auf y((;;“) (oder von y((;;“) auf y((i:‘))7 so mufl y; fiir

)

t = t¥ gerade die Quantisierungsschwelle y;"” erreicht haben:

Quwt) =y & lm Qu )=y = wt) =y,

Jede solche Anderung kann als mit Zeitinformation versehenes Mef-Ereignis

A=t gty =9y, k=1,2,..., (3.7)
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(oder kiirzer (t¥, ylm)) interpretiert werden, das an den Regler weiterge-
geben wird. Umgekehrt kann aus der Anfangsinformation y,4(0) und der
Folge von MeB-Ereignissen (3.7) sofort auf den momentanen Wert des dis-
kreten Signals y4(t) riickgeschlossen werden. Kennt man also y4(0), so sind
zeitkontinuierliches quantisiertes Signal yq(t), ¢ > 0, und die Folge von Er-
eignissen (3.7) dquivalent. Jedes dieser Ereignisse enthélt offenbar ein Stiick
préziser Information iiber y(¢) und damit die Zustandsvariable z(t).

Der Reglerausgang u,(t) — ein stiickweise konstantes Signal mit endlichem
(symbolischem) Wertebereich — kann ebenfalls als Folge von zeitbehafteten
Ereignissen interpretiert werden: Wir bezeichnen die Zeitpunkte, zu denen
sich das Signal &ndert, mit ¢}, £ = 1,2,...; das ,neue“ Symbol sei u&s):

l - O & ugty) = uf).
i ua(ty — ) # ug ua(ty) = ug

Dann 148t sich jedes Stellsignal durch die Ereignisse
(t=th waty) =), k=1,2,... (3.8)
(oder kiirzer (t}, u,(f))) charakterisieren. Die Quantisierung von Reglerein-

und -ausgang darf beliebig , grob“ sein — sie beinhaltet deswegen auch den
Extremfall binédrer Signale.

3.2.3 Der Regler

Im untersuchten Szenario spielt der Regler die Rolle eines (zunichst belie-
bigen) dynamischen Systems, das eine Folge von Stell-Ereignissen (3.8) als
Antwort auf eine Sequenz von Mefl-Ereignissen (3.7) generiert — einzige dem
Regler auferlegte Einschrinkung ist die Eigenschaft der Kausalitdt. Man
beachte insbesondere, daf§ wir keine rein diskrete (Zustands-) Struktur des
Reglers voraussetzen.

3.3 Steuerbarkeit und Erreichbarkeit

In diesem Abschnitt soll untersucht werden, in welche Punkte des R™ der
kontinuierliche Streckenzustand z durch Wahl eines geeigneten Verlaufs des
symbolischen Stellsignals in endlicher Zeit vom Ursprung aus gezwungen wer-
den kann. Umgekehrt soll auch gekldrt werden, von welchen Punkten des R™
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t u”) (tr, ug’)
***** = Regler - - - — =

Bild 3.6: Regler.

es moglich ist, den Streckenzustand in den Ursprung zuriickzufiihren. Wir
fragen also nach der erreichbaren bzw. der steuerbaren Teilmenge des Zu-
standsraums.

Da die Losung dieses Problems sich als nicht ganz einfach entpuppt,
fiihren wir es in zwei Schritten auf eine in der regelungstechnischen Lite-
ratur bereits behandelte Fragestellung zuriick: Zunéchst betrachten wir den
Spezialfall, der sich ergibt, wenn die Dynamikmatrix a in (3.1) nicht von der
Stellgrofie uy abhingt. Dieser Fall kann dann durch Anwendung des Pon-
tryaginschen Maximumprinzips auf ein Problem mit kontinuierlichen aber be-
schriankten Stellvariablen abgebildet werden. Fiir dieses lassen sich durch Be-
nutzung bekannter Resultate notwendige und hinreichende Bedingungen fiir
Steuer- bzw. Erreichbarkeit des gesamten Zustandsraums angeben. Solche
Bedingungen erweisen sich aber als iiberaus restriktiv. Falls sie nicht zutref-
fen, miissen wir deshalb fragen, welche Teilmengen des Zustandsraums durch
Aufbringen eines geeigneten symbolischen Stellsignals erreichbar bzw. steu-
erbar sind. Im allgemeinen Fall (3.1) besitzt die Stellgrofie eine ungleich
stirkere EinfluBmdglichkeit, da sie die Dynamik des Systems (die Matrix
a(uq)) verdndern kann. Deswegen begniigen wir uns in diesem Fall damit,
nach Bedingungen fiir Steuerbarkeit und Erreichbarkeit des gesamten Zu-
standsraums mittels symbolischer Stellsignale zu fragen. Erwartungsgemif
wird sich zeigen, dafl das in Abschnitt 3.2.1 eingefithrte Drei-Tank-Beispiel
diesen Bedingungen geniigt.

3.3.1 Ein Spezialfall

Héangt die Dynamikmatrix a nicht vom Stellsymbol u, ab, so kénnen wir
(3.2) auch in folgender Form schreiben:

#(t) = Az(t) + Bu(t) ; (3.9)
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u stellt ein stiickweise konstantes, auf der Menge {u, ... ,uy} C R?  leben-
des“ Signal dar; die Abbildung von U, — der Menge der Stellsymbole — auf
{u1, ..., un} ist bijektiv. Diese Klasse diskreter reellwertiger Signale nennen
wir D-zuldssig und bezeichnen sie mit dem Symbol U,. Jedes D-zulissi-
ge Signal kann offenbar innerhalb eines endlichen Zeitintervalls als endliche
Sequenz von Stell-Ereignissen (3.8) interpretiert werden. Es sei auferdem
nochmals daran erinnert, daf§ die Matrix B ,konstruktionsbedingt* immer
vollen Spaltenrang besitzt (vgl. Abschnitt 3.2.1).

Definition 3.1 (D-Steuerbarkeit und D-Erreichbarkeit) Die Menge al-
ler Zustinde von (3.9), die mittels eines Signals aus Uy in vorgegebener end-
licher Zeit T in den Ursprung gesteuert bzw. vom Ursprung aus erreicht
werden kénnen, bezeichnet man mit C1 bzw. RY.

Cq and Ry sind die Mengen aller Zustinde, die sich durch D-zulissige
Stellsignale in beliebiger (endlicher) Zeit in den Ursprung steuern bzw. vom
Ursprung aus erreichen lassen.

Jetzt betrachten wir eine (hypothetische) Klasse kontinuierlichwertiger
(aber beschrinkter) Stellsignale: Ein Signal u heifit C-zulissig, wenn es
stiickweise konstant ist und im Innern der konvexen Hiille H der Punkte
{u,...,un} ,lebt“. H ist offensichtlich ein konvexes Polyeder im R? mit
Dimension ¢. Die Klasse C-zuldssiger Stellsignale bezeichnen wir mit U..

Definition 3.2 (C-Steuerbarkeit und C-Erreichbarkeit) Die Menge al-
ler Zustinde von (3.9), die mittels eines Signals aus U, in vorgegebener end-
licher Zeit T in den Ursprung gesteuert bzw. vom Ursprung aus erreicht
werden kdonnen, bezeichnet man mit CX bzw. RY.

C. und R, sind die Mengen aller Zustinde, die sich durch C-zulissige
Stellsignale in beliebiger (endlicher) Zeit in den Ursprung steuern bzw. vom
Ursprung aus erreichen lassen.

Mit Hilfe des Pontryaginschen Maximumprinzips kann man nun leicht
den folgenden Sachverhalt beweisen:

Satz 3.1 Die folgenden Bedingungen seien erfillt (Bild 3.7):
1. 0 € {uy,...,uy} (i.e. u(t) = 0 ist sowohl D- als auch C-zulissig),

2. 0 st ein innerer Punkt von H
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3. Rang [Bw, ABw, ... , A" *Bw] = n fiir alle w, die zu einer Kante von
H parallel sind. Dies trifft ,fast immer® zu, wenn [B, AB, ..., A" 1B]
vollen Zeilenrang hat und A zyklischt ist [{].

Bild 3.7: Illustration von Bedingung 1. bis 3.
Dann gilt:

zeCl & zect (3.10)
1eRT & zeRY, (3.11)

d.h. ein beliebiger Punkt im Zustandsraum kann genau dann in vorgegebener
Zeit T mittels D-zulissiger Signale in den Ursprung gesteuert (vom Ursprung
aus erreicht) werden, wenn dies auch mittels C-zuldssiger Signale méglich ist.

Beweis: Wir bezeichnen die Restriktion von U, bzw. U, auf das
Zeitintervall [0, 7] mit U7 bzw. UT. Der (<=)-Teil der Aussagen
(3.10) und (3.11) ergibt sich direkt aus der Teilmengenbeziehung
UT c UT. Die Giiltigkeit des (=)-Teils in (3.10) folgt aus ei-
ner Anwendung des Pontryaginschen Maximumprinzips. Details
findet man in [9] oder [10].

!Eine reelle quadratische Matrix A heifit zyklisch, wenn die zugehérige Polynommatrix
sI — A nur ein von 1 verschiedenes invariantes Polynom besitzt.
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Um = in (3.11) zu zeigen, definiert man die , Steuerbarkeitsope-
ratoren*
crl yr »re
cl.uf SR
durch
T
Cl(uft)) = — / =4 Bu(t)dt

Cl(uft)) = — /0 " A Bt

Das Bild von U7X unter CT (bzw. von YT unter C%) besteht aus
allen Zustdnden, die in vorgegebener Zeit 7" mittels C- bzw. D-
zuldssiger Stellsignale in den Ursprung gezwungen werden kénnen.
Wegen (3.10) gilt

Clu) =cl =i = Ciug). (3.12)
Ganz analog definieren wir , Erreichbarkeitsoperatoren®
RI: YT - R"
RI: yf - Rr"

durch

RT(u(t)) := /OTeA(T’t)Bu(t)dt

= —eTCT(u(t)) (3.13)
Ty = AT By
R(u(®) = [ AT Bury
—eMCT(u(t)). (3.14)

Offensichtlich geben RT(UT) und RT(UF) die Mengen aller Zu-

stdnde an, die sich durch Anwendung C-zulissiger bzw. D-zuléssi-

ger Stellsignale vom Ursprung aus in Zeit 7" erreichen lassen. Aus

(3.12) — (3.14) folgt sofort, daB R (14T) und RZ(UT) iibereinstim-
men; deshalb gilt:

Re =R US) =RiUg) =Ry . (3.15)

|
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Auf der Basis dieses Satzes und der in [2, 15] verdffentlichten Resultate
lassen sich dariiber hinaus einfache notwendige und hinreichende Bedingun-
gen fiir globale Erreichbarkeit und Steuerbarkeit mittels D-zulissiger Signale
angeben:

Korollar 3.1 Man betrachte Gl. (3.9). Die Annahmen in Satz 3.1 seien
erfillt. Dann gilt: Rq = R™ genau dann, wenn kein Eigenwert der Matriz A
negativen Realteil besitzt; C4 = R™ genau dann, wenn kein Figenwert von A
positiven Realteil besitzt; Cq = Rq = R™ genau dann, wenn alle Eigenwerte
der Matriz A auf der imagindren Achse liegen.

Anmerkung: Man beachte, daff die beiden letztgenannten Be-
dingungen keineswegs Stabilitdt implizieren: Nicht-triviale Jordan-
Blocke, d. h. mehrfache Eigenwerte der Matrix A auf der ima-
giniren Achse und damit Instabilitit des Streckenmodells (3.9)
sind erlaubt.

Die Eigenwert-Bedingungen in Korollar 3.1 besitzen offensichtlich sehr re-
striktiven Charakter. Sind sie nicht erfiillt, so méchte man zumindest wissen,
welche Teilmenge des Zustandsraums durch Anwendung D-zuléssiger Stellsi-
gnale (d.h. Sequenzen von Stell-Ereignissen (3.8)) in den Ursprung gesteuert
bzw. vom Ursprung erreicht werden konnen. Zur Beantwortung dieser Frage
kann man auf bekannte Ergebnisse der klassischen Regelungstheorie zurtick-
greifen: Wie man eine zeitdiskrete Version von R findet, wird beispielsweise
in [6] und [7] diskutiert. Die dort ver6ffentlichten Resultate kann man dazu
benutzen, RT und — wegen (3.14), (3.15) — auch RY und CI zu approximie-
ren. Auf besonders einfache Weise kann man die maximalen Unterrdume des
R™ bestimmen, die in R4 und C,4 enthalten sind: Man setzt wiederum voraus,
daff Annahmen 1. bis 3. gelten; E,(A), E,(A), und E.(A) bezeichnen den sta-
bilen, instabilen und zentralen Unterraum von & = Az, d.h. E;(A), E,(A)
und E.(A) werden durch Real- und Imaginiranteile aller verallgemeinerter
Eigenvektoren der Matrix A aufgespannt, die zu Eigenwerten mit negativen,
positiven bzw. verschwindenden Realteilen gehren. Dann erhdlt man Rq -
den maximalen in R4 enthaltenen Unterraum — und Cy — den maximalen in
C4 enthaltenen Unterraum - via

Ra
Ca

Spann [B AB ... A" 'B] N (E.(A)+ E.(4)), (3.16)
Spann [B AB ... A"'B] N (E.(A)+ E,(A) . (3.17)
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(Spann I steht fiir den durch die Spalten der Matrix I" aufgespannten Raum.)
Auf der Grundlage dieser Ergebnisse lassen sich auch einige hinreichende
Bedingungen fiir den durch Gl. (3.1) beschriebenen allgemeinen Fall angeben:

3.3.2 Der allgemeine Fall

Wir betrachten Gl. (3.1) und nehmen an, es existiere eine Teilmenge Uy, von
Stellsymbolen, so daf§ die zugehorigen Matrizen A;, B; und die assoziierte
Menge von diskreten, reellwertigen Eingangsvektoren {u;,, ..., u;y } den in
Satz 3.1 aufgefiihrten Bedingungen 1.-3. geniigen. Dasselbe gelte fiir die der
Teilmenge Uy, zugeordneten Gréfen Aj, B; und {uy, ... ,ujN]_}. Dann ist
der gesamte Zustandsraum R™ mittels D-zuléssiger Signale sowohl in den Ur-
sprung steuerbar als auch vom Ursprung aus erreichbar, wenn alle Eigenwerte
von A; auf oder links der imaginiren Achse liegen (globale Steuerbarkeit) und
kein Eigenwert von A; negativen Realteil besitzt (globale Erreichbarkeit).
Ein zweites einfaches Resultat lautet folgendermaflen:

Satz 3.2 Man betrachte wiederum zwei Teilmengen Uy, und Ua; von Uy. An-
nahme 1. und 2. aus Satz 3.1 mdgen sowohl fiir A;, B;, {us,- .. 7ui,\,l_} als
auch fir A;, B;, {uj,, ... 7u]-Nj} erfiillt sein. Rq(i) baw. Ra(j) sei der ma-
zimale erreichbare Unterraum des R™, wenn uq auf Uy, bzw. Ua; beschrinkt
wird. Dann ist Ry(i) + Ra(j) mit ug € Uy, U Uq; erreichbar, wenn Ra(i) —
(Ra(1) N Ra(j)) A;-invariant ist.

Beweis: F = Z;+Z; sei ein beliebiges Element aus Rq()+Ra(j),
wobei Z; € Ra(i) — (Ra(i) N Ra(j)) und Z; € Ra(j). Um den
Zustand aus dem Ursprung nach Z zu zwingen, beschrinkt man ug4
zuerst auf Uy, — dann kann der Zustand in endlicher Zeit (z.B. T;)
in jeden Punkt in R4(:) und damit in Rq(i) — (Ra(3) N Ra(s))
gesteuert werden. Wir nennen diesen Punkt Z; und beschrdnken
ug nun auf Ug;- Dann kann der Zustand — wiederum in endlicher
Zeit (T; — T;) nach

o(Ty) = e Tz, 4 &5,

gezwungen werden, wobei Z; jedes gewiinschte Element aus 7%,1( 7)
sein kann. Es bleibt zu zeigen, daf Z; € R4(i) — (Ra(i) N Ra(j))
so gewihlt werden kann, daB 7; = e%(%~T)z; tatsichlich den
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gewiinschten Punkt in Ra(i) — (Ra(i) n Ra(j)) darstellt. Dies
1

liegt aber auf der Hand, weil R4(7)

(Ra(i) N Ra(y)) vorausset-

zungsgemiB A;- und deshalb e%(%~T). und e~4(%~T) invariant
ist. |
Beispiel: Zur Illustration dieser Ergebnisse greifen wir auf das

in Abschnitt 3.2.1 vorgestellte Beispiel zuriick: Die Bedingung
fiir globale Steuerbarkeit ist fiir ¢ = 1 erfiillt. Der Zustand kann
deshalb in endlicher Zeit von einer beliebigen Anfangsbedingung
mit uq € Uy, = {u‘(jll)7 e 7u‘(f)} (d.h. Ventil 1 und 2 dauernd
gedffnet) in den Ursprung gezwungen werden.

Globale Erreichbarkeit kann allerdings nicht garantiert werden,
wenn das Stellsymbol auf eine der Teilmengen Uy, ... ,Uy, be-
schriinkt wird: fiir jedes i € {1,...,4} ist Rq4(i) ein ein- oder
zweidimensionaler Unterraum des R?: Wihlt man die Systempa-
rameter beispielsweise zu @ = 3, b = 2, r = 1, so erhélt man:

1

R4(1) = Spann 1 ,

L1
_ [1 0
Ra(2) = Spann 1 0 ,

Lo] |1
) vz V2
Ra4(3) = Spann 1 1 ,

| 1 1
N [1 0
Ra(4) = Spann 0 0

Lo] |1

Mit ug € Ug UU,, 148t sich demgegeniiber der gesamte Zustands-
raum vom Ursprung aus erreichen: Rq(1) — (Ra(1) N Ra(4)) ist
(trivialerweise) Ag-invariant (A; = 0 ); deswegen ist Ra(1) +
ﬁd(4) = RR® erreichbar. Dieses Ergebnis leuchtet unmittelbar
ein: Mit ¢ = 1 (i.e. sowohl Ventil 1 als auch Ventil 2 sind gedff-
net) kann der Streckenzustand solange in Richtung [ 111 ]/
vom Ursprung weg verschoben werden, bis man in Tank B einen

109
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gewiinschten Fliissigkeitspegel erhédlt. Dann schaltet man auf
i = 4 um (d.h. man schlieft beide Ventile und koppelt Tank B
somit von dufleren Einwirkungen ab) und verschiebt den Zustand
an einen beliebigen Punkt auf der Ebene x5 = const. Dieser Ein-
griff 1aft sich leicht durchfiihren, da fiir ¢ = 4 die Wasserstédnde
in Tank A und C getrennt beeinflufit werden konnen.

3.4 Beobachtbarkeit

In Anlehnung an regelungstechnische Standard-Terminologie sagen wir, daf
ein D-zulissiges Stellsignal (d.h. eine vorgegebene Folge von zeitbehafteten
Stell-Ereignissen (t¥, u&”), k=1,2,...) zwischen zwei Anfangszustinden z(0)
und Z(0) unterscheidet, wenn es fiir beide Anfangsbedingungen verschiedene
Folgen von zeitbehafteten Mefl-Ereignissen erzeugt. x(0) und Z(0) nennen
wir unterscheidbar, wenn mindestens eine Folge (tz,uff)), k=1,2,..., exi-
stiert, die zwischen ihnen unterscheidet. Schliefllich bezeichnen wir das aus
Streckenmodell (3.1), (3.4) und Quantisierer (3.5)-(3.6) bestehende System
als auf der Menge Oq4 beobachtbar, wenn jedes Paar von Anfangszusténden in
O, unterscheidbar ist.

Man beachte, dafl wegen der vorgenommenen Quantisierung des Mefsi-
gnals Beobachtbarkeit und Steuerbarkeits- bzw. Erreichbarkeitseigenschaften
miteinander verkniipft sind. Man kann sich z.B. vorstellen, dafl ohne eine ge-
eignete Sequenz von Stell-Ereignissen der Systemzustand im Innern eines
Quantisierungsgebiets verharrt; eine Unterscheidung von Zustinden dieses
Quantisierungsgebiets wire dann offenbar nicht moglich. Um ein neues Me§-

Ereignis (t}, yzm) zu erzeugen, mufl der Systemzustand iiber die die Quanti-
(r)

sierungsgebiete trennende Hyperebene ¢;z = y;’ im R" gezwungen werden.

Satz 3.3 T sei eine belicbige positive reelle Zahl, CT und RY die Mengen von
Punkten im R™, die sich in Zeit T in den Ursprung steuern bzw. vom Ur-
sprung aus erreichen lassen. Mit CT (i) und RI (i) bezeichne man die steuer-
baren und erreichbaren Teilmengen, wenn das Stellsymbol auf Uy, beschrinkt
wird. ¢, sei die m-te Zeile der Matriz Cy in (5.4). Das aus Streckenmodell
(3.1), (3.4) und der in Abschnitt 3.2.2 vorgestellten Quantisierung bestehen-
de hybride System ist auf der Menge CT beobachtbar, wenn fir mindestens
eini€{l,..., P} und einm € {1,...,p} gilt:
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1. Es gibt einr € {1,..., M, — 1} so daf§ cp,x = y}fb) die Menge CT (i) N
RI (i) schneidet.

Cm

Cm Az

I
3

Rang
emAT!
Beweis: Man nehme zunichst an, dafl eine Sequenz von Stell-

Ereignissen existiert, die n Mef-Ereignisse (¢}, y}fb BEk=1,...,n
verursacht. Dann gilt

y(mT) it
I : 2(0) + r(ui(t)),
yﬁ,’;) Cmeith
=0i,m

und x(u;(t)) steht fiir eine bekannte Grofie. Eine eindeutige Lis-
ung fiir die Anfangsbedingung z(0) existiert genau dann, wenn
die n x n-Matrix O; ,, Rang n besitzt. Eine notwendige (und hin-
reichende) Bedingung fiir Singularitdt von O;,, ist die Existenz
einer nichttrivialen Losung der homogenen Gleichung

0= 0;mz(0). (3.18)

Dies bedeutet, daf§ wir das System (3.1), (3.4) ohne Anregung in
einer nicht verschwindenden Anfangsbedingung starten konnen
und fiir n verschiedene Zeitpunkte ¢¥, ... t¥ messen: vy, (t) =
cm(t) = 0. Wegen der Rangbedingung in Satz 3.3 kann man
die Moglichkeit y,(t) = 0 V¢ > 0 ausschliefien. (3.18) kann also
nur dadurch zustande kommen, daf die , Ereignis-Zeitpunkte® ¢}
,pathologisch* sind — sie miifiten mit den Zeitpunkten iiberein-
stimmen, zu denen die m-te Komponente der autonomen Losung
von (3.1), (3.4) die Zeitachse schneidet. Diese Punkte bilden of-
fenbar eine Teilmenge von Rt mit Maf 0.

Jetzt mufl noch gezeigt werden, daf ein Stellsignal existiert, das
MeB-Ereignisse in einem , nicht-pathologischen Zeitraster erzeugt.
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Dies trifft tatséchlich fiir alle Anfangsbedingungen in CI zu: Die
Hyperebene ¢,z = y}fb), deren Uberschreiten ein MeB-Ereignis
auslést, schneidet CT'(i) N RT (i) (und folglich CT). Deshalb exi-
stiert sicherlich eine Sequenz von Stell-Ereignissen, die den An-
fangszustand z, € Cg in jeder beliebigen Zeit ¢, > 27" auf diese
Hyperebene zwingt — beispielsweise indem der Zustand zuerst in
den Ursprung gesteuert wird (vgl. Bild 3.8). Diesen Vorgang kann
man wiederholen, um weitere Mef3-Ereignisse zu beliebigen Zeiten
ty te,... zu erzeugen (t, —ty, > 2T, t. —t, > 2T, ... ). [ |

)

— T
CmT = Ym

T1

e < Y%

Cm > Y

" RIG)

Bild 3.8: Beispiel zur Erzeugung ,nicht-pathologisch“ angeordneter
Mef-Ereignisse.

Anmerkung: Jedes zufillig ausgewdhlte symbolische Stell-
signal, das zu einem n-maligen Uberschreiten einer ,Ereignis-
erzeugenden“ Hyperebene fiihrt, bewerkstelligt dies mit Wahr-
scheinlichkeit 1 auf ,nicht-pathologische® Weise; es ermdoglicht
also (ebenfalls mit Wahrscheinlichkeit 1) ein Rekonstruieren des
Anfangszustands .

Anmerkung: Die ,pathologischen“ Abstéinde zwischen den
Mef-Ereignissen hingen i.a. von allen Eigenwerten der Matrix
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A; ab. Bei asymptotisch stabilem A; und ¢ — oo nihern sie
sich den Inversen der bekannten pathologischen Abtastfrequenzen
(A= w)/(2lmy), 1 ==%1,4£2,... (X und u bezeichnen beliebige
Eigenwerte von A;).

Falls mehrere Hyperebenen ¢,z = 3 die Menge CZ(i)NR% (i) schneiden,
kann die Rangbedingung in Satz 3.3 offensichtlich entschirft werden. Falls
dies gar auf alle p Hyperebenen ¢,z = y(mT), m =1,...,n, zutrifft, vereinfacht
sich die Rangbedingung auf

CAr!

Die Bedingungen in Satz 3.3 lassen sich leicht iiberpriifen. Man beachte
aber, daf} der hier verwendete Beobachtbarkeitsbegriff nur die Ezistenz von
symbolischen Stellsignalen garantiert, die eine Rekonstruktion des Anfangs-
zustands erlauben. Ob man einen solchen Stelleingriff auch tatsdchlich finden
kann, hingt vom betrachteten System ab. Im folgenden Beispiel erweist sich
dies jedoch als problemlos mdglich.

Beispiel: Wir wenden uns wieder dem in in Abschnitt 3.2.1
vorgestellten Drei-Tank-System zu. Die Quantisierung liefere fol-
gende Information:

» Wasserstand in Tank A hoch“

wenn y(t)=[1 0 0]a(t)>15
ya(t) =

, Wasserstand in Tank A niedrig“

wenn y(t)=[1 0 0]az(t)<15.

Es 148t sich leicht iiberpriifen, daf§ die in Satz 3.3 aufgefiihrten
(hinreichenden) Beobachtbarkeitsbedingungen zutreffen: Wir be-
schrianken das Stellsignal auf Uy, , d.h. wir jwihlen“ (A;, B;) als
Systemparameter. Aus dem vorigen Abschnitt wissen wir, daf§
C4(1) =R" (und deshalb C; = R™); dariiberhinaus — auch darauf
wurde im vorangehenden Abschnitt hingewiesen — enthilt R 4(1)
den Unterraum Spann {[ 1 1 1 ]’} Die , Ereignis-erzeugende*
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Hyperebene z; = 1.5 schneidet deshalb R4(1) N Cy4(1) und — fiir
geniigend grofie T — RZ(1) N C¥(1): Bedingung 1 ist demzufolge
erfiillt. Dies gilt auch fiir Bedingung 2, da

C 1 0 0
CA | =| —a a 0
C A2 a® (—2a%*-—ab) ab

fiir nicht-verschwindende Parameter @ und b Rang 3 besitzt. Die
Existenz einer Sequenz von Stell-Ereignissen, die die Rekonstruk-
tion des Streckenzustands erlaubt, ist also gesichert. In diesem
Beispiel erweist sich auch die eigentliche Bestimmung eines geeig-
neten Stellsignals als trivial.

3.5 ,,Stabilitdt*“ und Regelung

Asymptotische Stabilitdt des betrachteten hybriden Regelkreises im Lyapu-
novschen Sinne? 148t sich nur in Sonderfillen erreichen. Hierzu zéihlen die
folgenden Szenarien:

1. Mindestens ein Stellsymbol ufik) € U, ist einer asymptotisch stabilen
Dynamikmatrix A; zugeordnet.

2. Die angestrebte Ruhelage liegt auf einer (oder mehreren) , Ereignis-
auslosenden“ Hyperebene(n) im R”, und die Systemtrajektorie kann
auf diesem Unterraum in die gewiinschte Ruhelage gezwungen werden
(,,chattering control“).

Als Gegenbeispiel stelle man sich folgendes Problem vor: Die Dynamik-
matrix hiinge nicht von der Stellgrofe ab — a(uff)) = A = const. Vk €
{1,..., N} —und mindestens ein Eigenwert der Matrix A liege rechts der ima-
gindren Achse. Der Ursprung sei die gewiinschte Ruhelage, und y = Cyz = 0
liege im Innern einer Quantisierungsgebiets. Befindet sich nun Cyz(0) eben-
falls innerhalb dieses Gebiets und gehért x(0) nicht zum stabilen invarianten

Unterraum von A, so wird der Zustand sich zunichst ,ohne Wissen“ des

2Eine Ruhelage z. heifit stabil im Sinne Lyapunovs, wenn fiir jedes ¢ > 0 und jedes
ty € RT ein 6(e,tg) > 0 existiert, so dal aus ||z(ty) — z.|| < (e, ty) folgt: ||z(¢) — .|| < €
Vt > to. Sie heilt asymptotisch stabil, wenn sie stabil ist und wenn fiir jedes to € Rt ein
n(tg) > 0 existiert, so da aus ||z(to) — z.|| < n(to) folgt, daB ||z(¢) — .|| — O fiir ¢ — oo.
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Reglers vom Ursprung wegbewegen. Erst beim Ubergang in ein anderes
Quantisierungsgebiet wird ein MefB-Ereignis ausgelost und der Regler infor-
miert.

Stabilitdt im Lyapunovschen Sinne muf} also i.a. durch ein schwécheres
Ziel ersetzt werden. Es bietet sich an, beim Entwurf auf eine moglichst kleine,
die gewiinschte Ruhelage als inneren Punkt enthaltende, global attraktive
Menge hinzuarbeiten: ¢ sei der Zustand, X die Zustandsmenge des hybriden
Regelkreises, d : X — R* eine auf X definierte Metrik. Eine Menge I' C X
wird als global attraktiv bezeichnet, wenn gilt:

1. T ist (fiir das betrachtete System) invariant, d.h. Systemtrajektorien
konnen der Menge I' nicht entkommen:

¢(t) e = ((r)eT firalle T > t.

2. Jede Systemtrajektorie dringt ,irgendwann® in die Menge I ein:

lim d(¢(t),T) := lim inf d(¢, () = 0.

t—o0 t—o0 C-EF

3.5.1 Ein einfacher pradiktiver Regler

Im Rahmen des in diesem Kapitels dargestellten Ansatzes dringt sich eine
zustandsbasierte Regelstrategie auf: Der Regler versucht, den kontinuierli-
chen Streckenzustand aus Mef-Ereignissen zu rekonstruieren und ihn dann
unter Minimierung eines geeigneten Kostenfunktionals in die gewiinschte Ru-
helage zu zwingen. Obwohl der Regler nur (zeitbehaftete) diskrete Ereignisse
wahrnimmt und (zeitbehaftete) diskrete Ereignisse generiert, benétigt er zum
Zwecke der Zustandsrekonstruktion und der Trajektorienplanung ein konti-
nuierliches Modell der Strecke (Gln. (3.1), (3.3) - (3.4)).

Eine solche Vorgehensweise fithrt i.a. auf ein duales Regelungsproblem —
langfristiger Nutzen von ,anregenden“ (d.h. Information in Form von Me8-
Ereignissen erzeugenden) Stelleingriffen und deren kurzfristige negative Aus-
wirkung auf das Giitekriterium miissen gegeneinander abgewogen werden.
Hierfiir kann man eine zweistufige Strategie verwenden:

1. Liegen weniger als n Mef-Ereignisse vor, so versucht der Regler zusétz-
liche MeB-Ereignisse zu erzwingen (reine Anregung der Strecke).
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2. Nach Auftreten von n Mef-Ereignissen wird auf eine reine Certainty
Equivalence Strategie umgeschaltet: Der Regler verhilt sich, als ob
die nun zur Verfiigung stehende Schitzung des Streckenzustands ex-
akt sei (was nur im (hypothetischen) Falle der totalen Abwesenheit
von Modellfehlern und Stérungen zutrifft) und berechnet unter dieser
Annahme durch Optimierung einer Kostenfunktion eine Sequenz von
zukiinftigen Stell-Ereignissen; in dieser Phase ist der Regler also nicht
mehr an der Erzeugung von Mef}-Ereignissen interessiert — sie treten bei
der Ausfiihrung der berechneten Steuerstrategie als ,zufillige“ Neben-
produkte auf. Diese zusitzliche Information wird dann in ,rollierender
Form verarbeitet: (t¥, yzm)7 k > n, wird zur Revision von momentaner
Zustandsschitzung und darauf basierender zukiinftiger Stell-Ereignisse
verwendet. Es ergibt sich also eine pridiktive (oder ,receding horizon*)
Regelstrategie.

Die Zustandsvariable eines solchen Reglers ,lebt* in R* x N x {P, CE}; ihre
Projektion auf den R™ ist die reglerinterne Schétzung des Streckenzustands;
die Projektion auf die bindre Menge {P, CE} gibt an, ob der Regler sich im
»Anregungs-Mode“ (,,Probing“ — P) oder im , Certainty-Equivalence-Mode*
(CE) befindet; die Projektion des Reglerzustands auf N gibt schlieflich die
Anzahl der zur Verfiigung stehenden Mef-Ereignisse an.

3.6 Ein sehr einfaches Beispiel

Ein weiteres einfaches Beispiel soll das in Abschnitt 3.2.1 dargestellten Drei-
Tank-System ergéinzen: Die bisher eingefiihrten Konzepte lassen sich anhand
des nachfolgend beschriebenen Gedankenexperiments — gerade wegen seiner
extremen Einfachheit — leichter veranschaulichen als mittels realitdtsndherer
Beispiele.

Beispiel: Ein Wagen der Masse 1 bewege sich reibungsfrei auf
der Ebene (Bild 3.9). Als Zustinde definieren wir Position (z)
und Geschwindigkeit (z2). Ein (idealisiertes) Streckenmodell lau-
tet dann:

x:{g é}erg(ud).

~———
A
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Q Q

(1) (2)
d

_ _ (3)
Ya =Yy Ya =Y, d

Ya =Y,
Bild 3.9: Gedankenexperiment: Wagen auf einer Ebene.

Der Anregungsterm hingt vom Stellsignal u4 ab; dieses kann drei
verschiedene Werte annehmen:

Uz = {ufil) = ,konstante Kraft nach rechts aufbringen®,
ugz) = ,keine Kraft aufbringen“,
u,(f’) =, konstante Kraft nach links aufbringen“ };
1 0
sty = 7],
2 0
sl = 7],
3 0
sy = [ %]

Offensichtlich sind alle Anregungsterme linear abhingig — wir
konnen also schreiben

o) g o) = [ ]11 0 -]
= Blu; us ug].

Weiterhin nehmen wir an, dafi Geschwindigkeit nicht, Position
nur in grober Quantisierung gemessen werden kann:

ygl) wenn y(t) <y,
va(t) =Q([ 1 0 ]a(t) =4 y? wenn y <y(t) <y®,
~————

e g wenn y(t) >y ;

117
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yM < 0 und y® > 0 seien vorgegebene Schwellenwerte. Es liegt
also ein kontinuierliches System (Zustandsraum R?) mit symbo-
lischen Stell- und Mefigréfien vor.

Aus Korollar 3.1 folgt
Ra= Cd = RZ s

d.h. der gesamte Zustandsraum ist mittels D-zuldssiger Eingriffe
(i.e. durch Anwenden einer endlichen Folge von Stell-Ereignissen)
steuerbar und erreichbar. Dies 148t sich auch leicht der oberen
Hilfte von Bild 3.10 entnehmen — sie zeigt die Zustandstrajek-
torien des Streckenmodells fiir die drei moglichen Stellsymbole:
Fir ug = ufil) in durchgezogener, fiir uy = u((f) in punktierter
und fiir ug = u,(f’) in unterbrochener Form. Fiir uq = uf) sind alle
Punkte auf der z1-Achse stationir.

Bild 3.10: Alle méglichen Zustandstrajektorien der ungeregelten
Strecke (oben), Zustandstrajektorie der geregelten Strecke (unten).
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Satz 3.3 kann man entnehmen, dafl unser Beispielsystem im ge-
samten R? beobachtbar ist.

Wollen wir den Streckenzustand in den Ursprung zwingen, so
konnen wir die in der unteren Hélfte von Bild 3.10 gezeigte Stra-
tegie anwenden (dort wird y® = —2 und y® = 1 angenom-
men; Mef}-Ereignisse werden durch ein ,,x“, Stell-Ereignisse durch
,0“ gekennzeichnet): Man benutze die Anfangsinformation y4(0)
(i.e. das Wissen, daf sich der Streckenzustand zum Zeitpunkt ¢ =
0 im linken, mittleren oder rechten Quantisierungsgebiet befin-
det), um Stell-Ereignisse zu generieren, die zwei MeB-Ereignisse
bewirken: Fiir y4(0) = y((il) wihlen wir (t} = 0, ufil)>. Hier-
durch erhalten wir zwei MeB-Ereignisse (t¥,y(tY) = y) - der
Zustand bewegt sich in das mittlere Quantisierungsgebiet hin-
ein — und (t3,y(t3) = y®) — der Zustand verldBt das mittlere
Quantisierungsgebiet. Nun rekonstruiert man den gegenwirtigen
Zustand und zwingt ihn in den Ursprung — z.B. in der in Bild 3.10
gezeigten zeitoptimalen Weise, indem man die Sequenz von Stell-
Ereignissen (t§ = ¢4, u‘(f)) und (t%, ufil)) anwendet; dann setzt
man u(t) zu Null: (¢}, uff)). Die Zeitpunkte ¢§ und t; kénnen
aus dem rekonstruierten Zustandsvektor z(t3) berechnet werden.

Wenn wir der in Abschnitt 3.5 skizzierten Strategie folgen wiirden,
miifiten wir die Zustandsschitzung (und damit auch die zukiinf-
tige Steuerstrategie) aktualisieren, wenn die Zustandstrajektorie
wieder in das mittlere Quantisierungsgebiet eintritt und hierdurch
ein neues Mef-Ereignis auslost. Da wir in unserem Gedanken-
experiment aber das vollige Fehlen von Modellunsicherheit und
unbekannten Stérungen voraussetzen, besteht hierzu kein Anlaf§
— der Streckenzustand ist fiir alle ¢ > ¥ ezakt bekannt.

Bei Verwendung realistischerer Modellannahmen miifiten wir auch
beriicksichtigen, dafl wir uns nach Nullsetzen des Streckenein-
gangs u(t) nicht genau im Ursprung (oder einem anderen Punkt
der z1-Achse) befinden: Die instabile Systemdynamik wird den
Zustand dann von der gewiinschten Ruhelage (dem Ursprung)
wegtreiben. Dies bleibt dem Regler solange verborgen, bis y(t) =
y® oder y(t) = y® (d.h. bis ein neues Mef-Ereignis erzeugt
wird). Erst dann kann die Zustandsschitzung aktualisiert und
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dieselbe Strategie erneut angewandt werden.

3.7 Zusammenfassung

In diesem Kapitel wurde ein auf der ,klassischen“ kontinuierlichen System-
theorie basierender Ansatz zur Analyse und Synthese hybrider Regelkrei-
se untersucht. Dieser Ansatz empfiehlt sich, wenn der hybride Charakter
durch diskretwertige Stell- oder Mefivariablen erzwungen wird, die eigentli-
chen Zielsetzungen (Spezifikationen ) aber kontinuierlicher Natur sind. Man
gelangt in diesem Fall zu der Aufgabe, ein Streckenmodell mit kontinuierli-
chem Zustandsvektor durch Riickfithrung symbolischer Mefiinformation auf
diskrete Stellgréfien zu regeln. Auf dem Weg zu einer Lésung mufl man sich
mit den Auswirkungen von diskretwertigen Stelleingriffen auf kontinuierli-
che Systemgrofien beschéftigen und untersuchen, ob sich der kontinuierliche
Zustandsvektor aus symbolischer Meflinformation rekonstruieren 148t — man
muf sich mit den Fragen nach der Steuerbarkeit, Erreichbarkeit und der Be-
obachtbarkeit auseinandersetzen. Konnen diese Fragen positiv beantwortet
werden, lifit sich ein einfacher modellpriadiktiver Regler entwerfen. Nach ei-
ner reinen Anregungsphase, wihrend der er lediglich daran interessiert ist,
den Streckenzustand zu ,lernen“, schaltet er auf eine Certainty Equivalence
Strategie um — er nimmt die momentan verfiighare Zustandsschitzung fiir
bare Miinze und plant auf dieser Grundlage seine zukiinftigen Stelleingrif-
fe. Fallen wéhrend der Umsetzung dieses Eingriffs neue Mef3-Ereignisse an,
so werden diese zu einer Aktualisierung der Zustandsschitzung und einer
Revision des zukiinftigen Stellsignals benutzt.

3.8 Literaturhinweise

Eine ausfiihrliche Version des Beweises von Satz 3.1 findet sich in [9] und
[10]. Das hierbei verwendete Pontryaginsche Maximumprinzip wird in [1]
anschaulich beschrieben. Der in Satz 3.1 gebrauchte Begriff der ,, Zyklizitédt“
einer Matrix tritt in der linearen Mehrgrofien-Regelungstheorie hiufig in Er-
scheinung. Eine ausfiihrliche Erklirung findet sich beispielsweise in [4]. Ko-
rollar 3.1 basiert auf einigen in [2] und [15] verdffentlichten Ergebnissen zur
Steuerbarkeit linearer Systeme mittels kontinuierlicher (aber beschrénkter)
StellgroBen. Die in Abschnitt 3.4 benutzte Terminologie (,, Unterscheidbar-



LITERATURHINWEISE 121

keit“, , Beobachtbarkeit*) entstammt [16]. Der Begriff einer global attrak-
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Apparently there is no limit, Joe remarked.
Anything can be said in this place and it will be true
and will have to be believed.

— Flann O’Brien: The Third Policeman

Kapitel 4

Schlu3betrachtung

In dieser Arbeit wurden zwei Ansitze fiir den Entwurf hybrider Regelsysteme
vorgestellt. Einer der beiden Ansétze macht sich eine ,diskrete Sichtweise“
des hybriden Problems zu eigen: Der kontinuierliche Anteil des Strecken-
modells wird durch einen nichtdeterministischen Automaten approximiert;
durch Verschalten dieser Approximation mit der diskreten Streckenkompo-
nente erhélt man eine diskrete Abstraktion der gesamten Strecke. In ei-
nem sich anschliefenden zweiten Schritt entwirft man dann hierfiir mit Me-
thoden der ereignisdiskreten Regelungstheorie eine geeignete Riickfiihrung.
Das verwendete Approximationsverfahren gewédhrleistet die Einhaltung der
sogenannten Reduktionsbedingung — alle Signalkombinationen, die das un-
terlagerte hybride System generieren kann, sind auch mit der berechneten
diskreten Abstraktion kompatibel. Deshalb kann man garantieren, daf§ ein
anhand des diskreten , Ersatzmodells“ ausgelegter Regler nicht nur die Ab-
straktion, sondern auch das urspriingliche hybride Streckenmodell zur Ein-
haltung der Spezifikationen zwingt. Erweist sich die betrachtete Approxi-
mation als ,zu grob“ (d.h. kein Regler kann sie zu wunschgemifiem Verhal-
ten ,bewegen®), so vergrofiert man ihre Genauigkeit durch Verdndern eines
»Design-Parameters“. Dies wird allerdings mit einer erhhten Komplexitét
des Automatenmodells erkauft. Anschaulich 1ifit sich diese Vorgehensweise
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folgendermafien deuten: Man bewegt sich innerhalb einer vollstdndig geord-
neten Menge diskreter Approximationen vom obersten (,,grobsten) Element
bis zum ersten Modell, fiir das sich die Erfiillung der Spezifikationen noch
erreichen lifit. Da die Komplexitit des Reglers die der Strecke widerspiegelt,
erhilt man auf diese Art und Weise auch ein mdglichst einfaches diskretes
Riickfiihrgesetz.

Ein zweiter, alternativer Ansatz basiert auf der , klassischen“ kontinuierli-
chen Regelungstheorie: Das kontinuierliche Modell (bzw. der kontinuierliche
Modellanteil) der Regelstrecke wird fiir den Reglerentwurf beibehalten; man
untersucht, wie sich der kontinuierliche Zustand durch diskretwertige (sym-
bolische) Stelleingriffe beeinflussen 148t und welche Riickschliisse auf den
kontinuierlichen Zustand man aus symbolischen Mefisignalen ziehen kann.
Auf der Grundlage dieser Steuerbarkeits-, Erreichbarkeits- und Beobacht-
barkeitsanalyse 148t sich dann eine priddiktive Regelstrategie angeben.

Die erstgenannte Vorgehensweise bietet sich an, wenn Spezifikationen rein
diskret formuliert werden. Dies geschieht i. a. auf {ibergeordneten Ebenen
eines hierarchisch strukturierten Regelungssystems. Die dort verfolgten Zie-
le sind i. a. langfristiger, strategischer Natur und lassen sich deshalb meist
auf wenig detaillierte (und damit diskrete) Weise angeben. Auch zur Umset-
zung dieser Ziele bedient sich eine iibergeordnete Entscheidungsebene oft nur
diskreter (abstrahierter) Eingriffe und diskreter (abstrahierter) Mefinforma-
tion — das Umsetzen der Eingriffe erfolgt dann durch untergeordnete Ebenen,
die auch Zugang zu detaillierter Information besitzen. Eine solche ,freiwil-
lige“ Beschrinkung auf qualitative Mef- und Stellsignale ,ruft“ geradezu
nach einer entsprechenden Reduktion des der Auslegung der Regelstrategie
zugrundeliegenden Streckenmodells.

Die zweite Vorgehensweise wird man dagegen wihlen, wenn Spezifikatio-
nen mittels kontinuierlicher Groéfen formuliert werden. Dies deutet darauf
hin, daf§ die Diskretwertigkeit der Stell- und Mefsignale ein unerwiinsch-
tes Phdnomen darstellt, das den Charakter der betrachteten ,klassischen®
Regelungsaufgabe zwar nicht grundlegend verdndert, ihre Losung aber be-
tréchtlich erschwert.

Diese Zusammenfassung stellt den Unterschied zwischen beiden Vorge-
hensweisen in den Vordergrund. Tatsédchlich existieren aber auch Beriih-
rungspunkte: Der | klassische“ Ansatz lifit sich als Grenzfall der diskreten
Sichtweise deuten, zu dem man durch stindiges , Verfeinern“ der diskreten
Approximationen gelangt. Dies zeigt sich besonders deutlich anhand der in
Bild 2.29 auf Seite 56 dargestellten Modellhierarchie, in der das kontinuierli-
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che System den untersten Platz einnimmt. Je  ndher“ man dem kontinuierli-
chen Basismodell in dieser Hierarchie kommt, desto mehr Zustinde enthalten
die diskreten Abstraktionen und umso genauer lifit sich der momentane Zu-
stand des kontinuierlichen Modells anhand der diskreten Abstraktionen und
der diskreten Eingangs- und Mefsignale schitzen.
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‘Can you notify me of the meaning of a bulbul?’
‘A bulbul?’
‘What would you say a bulbul is?’
This conundrum did not interest me but I
pretended to rack my brains and screwed my face in
perplexity until I felt it half the size it should be.
‘Not one of those ladies who take money?’ I said.
‘No.’
‘Not the brass knobs on a German steam organ?’
‘Not the knobs.’
‘Nothing to do with the independence of America
or suchlike?’
‘No.’

— Flann O’Brien: The Third Policeman

Symbolverzeichnis

Symbol bzw. Bedeutung Erstes Auf-
Abkiirzung treten auf
Seite
R Menge der reellen Zahlen 3
RP p-dimensionaler EuklidischerRaum 3
u kontinuierlichwertiger Streckeneingang 3
Ug diskretwertige Eingangsgrofie 3
Uy ‘Wertebereich von ug 3
w kontinuierlichwertiger externer Strecken- 4
eingang
T Zustand der kontinuierlichen Strecken- 3
komponente
y kontinuierlichwertige Mefigrofie 3
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Symbol bzw. Bedeutung Erstes Auf-
Abkiirzung treten auf
Seite
U Grundmenge in der ,behavioural“ 11
Systemtheorie
B Verhalten eines Modells 11
X Kartesisches Produkt 12
U Vereinigungsmenge 12
T Zeitachse 13
w Signalraum 13
wr Menge aller Funktionen f: T — W 14
R* nichtnegative reelle Zahlen 13
N Schnittmenge 17
Proj natiirliche Projektion 20
0 leere Menge 21
Bired Verhalten des reduzierten Strecken- 22
modells
Br Verhalten des Reglers 21
Beers verbotenes Verhalten 21
Bispe: Verhalten der Spezifikationen 21
B Binérrelation 31
< partielle Ordnung 31
A Aquivalenzrelation auf einer 32
Menge M
M/ A Quotientenmenge von M nach A 32
Di kanonische Abbildung von M 32
auf M/A
A Menge aller Aquivalenzrelationen 34
auf M
Transitionsfunktion eines mengen- 35
dynamischen Systems
q Ausgangsfunktion eines mengen- 35
dynamischen Systems
f Transitionsfunktion des kontinuier- 40

lichen Streckenanteils
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Symbol bzw. Bedeutung

Abkiirzung

q: Ausgangsfunktion des kontinuier-
lichen Streckenanteils

qy MeBfunktion des kontinuier-
lichen Streckenanteils

13 Zustand des diskreten Streckenanteils

a Eingang des diskreten Streckenanteils

0 Transitionsfunktion des diskreten
Streckenanteils

Qu Ausgangsfunktion des diskreten
Streckenanteils

N Zahl der Elemente von Uy

K Zahl der Elemente von Z4

M Zahl der Elemente von Yy

Tda Zustandsvariable der diskreten
Abstraktion des kontinuierlichen
Streckenanteils

X Zustandsmenge der diskreten
Abstraktion des kontinuierlichen
Streckenanteils

N, Anzahl der Elemente in Xy

Xao Menge der moglichen Anfangs-
zustidnde in Xy

w(z) Kette von 2/ zugeordneten
Eingangssymbolen

() Kette von 2/ zugeordneten
Mefisymbolen

F ,, Vergessens-Operator*

X (xfj )) mengenwertige Zustandsschitzung

2%Za Potenzmenge von Zy4

A, diskrete Abstraktion des kontinuier-
lichen Streckenanteils

B(A,) Verhalten von A,

DA, diskrete Abstraktion des hybriden

Basismodells
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Erstes Auf-
treten auf
Seite
40
40
41
41
41
41
41
41

41
42

42

43

43

43

43

44

51

55

56

56
60
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Symbol bzw. Bedeutung Erstes Auf-
Abkiirzung treten auf
Seite

A Transitionsmenge eines nicht- 67
deterministischen Automaten

Q Zustandsmenge eines nicht- 67
deterministischen Automaten

Qo Menge der moglichen Anfangszu- 67
stdnde eines nichtdeterministischen
Automaten

b Menge der Ereignisse (Transitions- 67

symbole) eines nichtdeterministi-
schen Automaten

e Transitionsfunktion Q x ¥ — 2¢ 67
eines nichtdeterministischen Auto-
maten
Il Synchrones Produkt 69
Q; Quantisierer fiir die i-te Mefigréfie 100
g9 Quantisierungsschwelle fiir die i-te 100
Mefgrofie
@ M Mefereignis 101
(e, ulthy Stellereignis 102
Uy Menge D-zuldssiger Stellsignale 104
U, Menge C-zuldssiger Stellsignale 104
ur Restriktion von Uy auf das Zeit- 105
intervall [0, 7]
ur Restriktion von U, auf das Zeit- 105
intervall [0, 7]
cr Menge aller mittels D-zuléssiger 104

Stellsignale in Zeit 7" in den Ursprung
steuerbarer Zusténde
RY Menge aller mittels D-zuléssiger 104
Stellsignale in Zeit 7" vom Ursprung
erreichbarer Zustidnde
Cq Menge aller mittels D-zuléssiger 104
Stellsignale in beliebiger (endlicher)
Zeit in den Ursprung steuerbarer
Zustdnde
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Symbol bzw. Bedeutung

Abkiirzung

Ra Menge aller mittels D-zuléssiger
Stellsignale in beliebiger (endlicher)
Zeit vom Ursprung erreichbarer
Zustédnde

cT Steuerbarkeitsoperator {7 — R"

CcT Steuerbarkeitsoperator U — R"

RT Erreichbarkeitsoperator X — R"

RY Erreichbarkeitsoperator U¥ — R"

Ed maximaler in C; enthaltener Unter-
raum

ﬁd maximaler in R4 enthaltener Unter-

raum

131

Erstes Auf-
treten auf
Seite

104

106
106
106
106
107

107



